链 揽 形 及 其 同调 群 


设 4 为 一 个 取 定 的 有 单位 元 的 交换 环 ,例如 : 
PETE 整数 环 
(o4 一 Fy 个 元 素 的 有 限 域 ` 
“=Q 有 理 数 域 
(4 =R 实数 域 
4 一 C 复数 域 
ЖАНИ, 我 们 简称 <- 模 为 模 . 模 之 间 的 同 坊 
M 4- -线性 映射 AERE €, — {Cn 8) 是 指 一 个 同 态 序列 


c NL 


Ern eso e сы 
ERA 0.00, 类 似 地 ， 上 链 复 形 e (n яше 
5.5 一 0 的 同 态 序列 : 

CF, ... coc... P, PES 
IC SENE (Coe) 是 链 复 形 С» IR m — ЧА ds 8:Cy— 
M, 它 满足 8 .日 一 0， 其 中 M 为 《- 模 ， 类 位 的 ， т 
(C*,s) 是 上 链 复 形 附加 一 个 同 态 s:M 一 C, 满足 3。 s = 0, 
C, 的 第 "ТЄ КЛ» „унаре Ж 8 
HAC mMEJERS Е FRU 
me | Z, = Ker(8: C, — С „ijs 
*5 B.= Ið CS Ch `: 
RE, JESUS m X EER. 
"od ayuu Kerló: CF — Ct") oou 
Ў ge: ) осот Z4] B*, | | 
UE THUS das Ce D, 是 一 列 同 态 js с, Pet 
们 对 所 有 的 ,使 得 下 图 是 可 交换 的 ; 


- 


通常 我 们 略 去 下 标 ， 月 1 来 代替 у. вна 1, зена: 
间 的 同 态 | 
20 H= h: HOS) > H.(D,). 
类 似 可 定义 增 广 链 复 形 之 间 的 同 态 fe: (Cas E) —> (D., в), 
план h TE @-— d A f: 
М-М, FE в), BT SERE f 25 g 之 间 的 链 伦 移 
s|: C+ — Das 

ЖЖ z: Cu 一 也。 且 使 得 下 面 的 等 式 对 一 切 n 部 成 立 ; 

Os + iO = f — g: C,— D.. 
% f se 之 间 存在 链 伦 移 时 ， 我 们 称 f 与 8g 是 链 同 伦 的 ， 并 记 为 
=< g; 这 时 对 所 有 的 = 都 有 HI) — Hug). ВЕШ f; C, 一 
D。 称 为 链 隔 从 等 价 ,如 果 它 存 在 同 伦 地 ,也 就 是 说 。 如 果 存 在 链 
映射 g: De 一 С„, 使 得 

реја, f° g = 1d, 
此 时 Ну) ERS, RNA H). 
” 链 复 形 的 短 正 合 序列 


0 一 С—С. Сұ =» 0, 


诱导 出 同调 群 的 长 正 合 序列 


ts c Ey E a, | 
sr = НДС.) НКС) H.CC 27H, (С) 一 зү 


以 上 的 定义 与 结论 可 以 明显 地 推广 到 上 链 复 形 的 情形 ， 

如 果 一 个 模 中 存在 一 组 基 、 则 这 个 模 称 为 自由 禄 . 如 果 一 个 
链 复 形 作为 模 是 自由 的 ， 则 称 这 个 链 复 形 为 自 申 链 香 形 ， 一 个 增 
ЕРА GREH. АЕ ers. 
HAC 9,820, o ț  ea 


г}: 


` &: H,( C .)—M , 
别称 这 个 增 广 链 复 形 为 MM 的 一 个 分 解 (resolution), 下 面 的 定理 
有 了 时 称 为 同调 代数 基本 定理 . 

定理 1.1， 设 (Case) 5 (С,,8) 为 增 广 链 复 形 . i С, 
是 自由 的 (C.,9) 为 M' ”的 分 解 HI | | 

(i) EHAE M — M рК ЕВА js: (Cu, 
e£) —(C.,8)., 

1). 任何 两 个 满足 pg: M— M HMI fas $*: (С... 
6) — (Сь,в') 都 是 链 局 伦 的 。 

证 。 我 们 要 用 归纳 法 ,并 根据 下 述 模 的 提升 性 质证 明 此 定理 . 
БСВ ЊН, xz:X — Y 为 满 射 , 则 任何 映射 8:С 一 Y 都 在 在 
PRERA #:C 一 外, 满足 x - ó — 0. 

() 设 h — f, 我 们 归纳 地 构造 f。 如 下 :” 设 对 任何 i n 
都 已 构造 F. HT 9 fea Sfat 6, 可知 feae Or C.— C. 
КАТ 2..=Кег{б: Cia С... 之 中 .而 由 Н._(С„)=0 
可 知 Z._, 一 Be 一 lmto: С. C. Y. 根据 提升 福 质 (此 时 
CC 一 CX 一 CY = BL), ERE 5C. С. 8 0-1, 7 
4f a " 8. 

(D 设 对 i < 之 4 已 构造 出 s:C.— Cha, ER o 使 满足 等 
式 

De 一 1 一 8 一 8, 
.的 性 质保 证 了 上 式 右 端 映射 的 像 仿 于 Z, = В, 之 中 ， BS 
ЕЛ ЕКА s 4 
推论 1.2.. 同一 TR M 的 任意 两 个 自由 分 解剖 是 链 同 伦 


等 价 的 . 8 
给 定 了 模 M 与 ,我 们 可 以 构造 下 面 这 些 新 的 异 ， 
MÐN (EM), 
MON (4 上 的 张 量 积 )， 


.Hom(M ,N) 《x+ -线性 瑞 射 全 体 )。 


类 似 地 ,对 映射 也 可 构造 Pg, 2, Hom(f.id), Homlid » 
р 等 等 . 这 些 构造 形成 了 < 模范 固 到 其 自身 的 函 了 于。 我 们 有 下 
面 的 正 合 性 质 ， 设 


(13y NM 
为 4 EARN, 则 feo 

2d od MON — M'EN —> MON > 0, 
(1.4) MON — M'ON— M”@N — 0, ` 

- Hom( А) — Hom( M',N) — Ноем”, №) +— 0, 
都 是 正 合 的 .在 后 两 例 中 ， 正 合 性 一 般 不 能 扩展 到 左边 。 也 就 是 ， 
UW paid. 一 般 不 是 单 射 ;而 Hom(i, id) 一 般 不 是 满 射 。 但 如 果 
M= ЖН Н RU = 有 一 个 截面 s: MU 一 M (x+ £ = id), EX 
种 情形 ,可 以 证 明 ;@id 确 为 单 射 ， 而 Hom(z id) 也 确 为 满 射 ， 
这 是 因为 ғ + MOM > M 是 同 构 ，. 从 而 i 有 一 个 收缩 1: 
M'— М (G: í = id). XE : 凶 id 就 是 一 个 收 纠 , 而 ent id) 
则 为 一 个 截面 。 

“ 若 * 有 一 个 截面 (或 者 等 价 地 ,i 有 一 个 收缩 ) ; 则 称 正 合 序 列 
(1.3) 为 分 裂 的 ， 上 面 的 讨论 可 归结 为 

命题 LS. AT-ON 与 Hom(-,N) 人 
分 裂 的 正 合 序列 . Ë 

# < 为 域 ， 则 所 有 的 正 合 序列 都 是 分 裂 的 。 在 N =< <£ 的 
情形 , 记 M* = Hom(M,4), БЖ M 的 对 侦 模 . 

以 上 构造 方法 可 以 推广 到 链 复 形 的 情形 . 我 们 如 下 定义 链 复 
№ c,@c., С.С, Hom(C4,C$) 与 Hom(C,,N), 

(1) CC4QCV). = C, DC, die c) = (0c,0' 8), - 


Gi) (С.С). = DCR Ci) 


ixo 
d(c;&c,.,) = Oesa + Савве 
(їп) Hom (C,,N)* = Hom(C,,N), ~ 
HEKE nia) | SIV Ocna) 7 
. +. 


可 验证 4-4 一 0 在 以 上 情形 都 成 立 ， 前 丙种 构造 把 链 复 形 
变 为 链 复 形 ,第 三 种 构造 把 链 复 形变 为 上 链 复 形 。 我 们 也 可 向 定 
X Нош(С„,СУ), 但 得 到 的 是 在 醒 个 方向 邦 为 无 限 的 揽 形 * 也 即 
对 每 个 整数 n WAJEN п иж: | 


(iv) Hom(C,, Съ), == Пие, С: К nez 
Ch, = - (GR g89 fi t (у ` 
ELIT AE HT] ELO SERRA. ,一 维 链 为 链 同 伦 ， . 
显然 . 走 和 的 同调 群 为 宫调 群 的 直 和 和 . 对 张 量 积 和 对 侦 构 造 ， 
情况 较为 复杂 。 首 先 我 们 有 下 述 命题 . | 
BS 16. ik < ж, C. 为 链 复 形 ， 则 
G) HMBC) = M@H,(C .), 
Gi) F*(Hom(C4, M у) = Hom(H,(C ,), M) 
证 ， 考虑 正 合 序列 | 
0-> Z,— C, —> В, —> 0, 
0— В, Ci Cual Bur, 
由 于 < 是 域 ， 上 述 序列 都 是 分 裂 的 . m. 5) 可 得 正 合 序列 
0-- мег. — MG C, MOB, -—* 0, 
0— МВ,» MBC, жы 
从 而 有 正 合 序列 
0-> MOZ, — МОС, -> МӘС, "T 
这 说 明 MOZ, = Ker[MG C, — MOC}. Sn MBB, 
= im MOC nm > М@С,}. 男 外 ,由 正 合 序列 
0— B, —> Z.— HA Ca) > 0 
及 (1.5) , 可 得 正 合 序列 - 
0 -> МОВ, 一 M@Z.,— МЕН „(С+„}-> 0, 
Wi, М@Н„(С„) = MOZ, J MOB, 
ez Kerl MOC. мс P A S 
MOCH 07 29 


—_н.(м@с„), I 
~、 这 就 证 明了 《〈i)， (и) 的 证 明 留 给 读者 . 注意 其 中 的 辣 构 由 
ФОБ Ек!) = fC), | 
给 出 ,这 里 fe Hom(C,, M) 为 上 闭 链 . " 
E i 1, : + 1! = п, EFI 
g:H(C,)@H,(C,) — H, (C,@C.). 
着 zE Z; z 62 分 别 代 表 闭 链 [in] 与 [s 1, Bit 
ez, 1L z']) = [;@°1. 
定理 1.7 (Kiinnerh Zt), iE 4 为 域 , 则 


p: 2; HR,(C.)@H,_(C,)— НС, CL) 
t =Q Е . : А I 


HAH. 

证 。 把 闭 链 群 Z,, ШЕШ B. 及 同调 群 He ~ Н.С.) 
都 看 成 链 复 形 ,边缘 上 映射 为 5 一 0， 则 有 和 链 复 形 的 正 合 序列 
(1) 0— B,» Z, > H, — 0, 


0— Z, + C, бю. ,— 0, 
由 于 < 是 域 。 以 上 序列 都 是 分 裂 的 。 从 而 有 正 合 序列 
(2) 0 一 Z,@C,— С.С. -+ B, GC, - 0, 
两 端 两 个 复 形 的 边缘 算 子 分 别 为 

d(z,@c;) = (—1Yz,90'c;, 

d(b, 4e) = (0), 4907; 
根据 (1.6) , 其 同调 群 为 


HZC) = DDH Ca) 


+= 0 
 B.(B...@C,) — - 8 aH, (CS). 


“ПЕД (2) 诱导 的 同调 咯 的 长 正 合 序列 具有 有 下 面 的 形状 ; 
‚6% 


(3) Ex AY» Эн. Ce ) -AcsBca) 


| $=} 
dius. S `B... BH (C,)— `... 
i= : 


根据 а, 的 定义 可 以 验证 Feds 
da: BIDH (Сз) > 7,%ФН,_,(С») 
Br T tA | | 
d. C509 E z;]) = 661 zi. 
它 是 单 射 жЕ 
(4) кока, 一 Zi/ BDH (C4) = H(COGH, (c. 9. 
ELL 当 < 不 是 域 时 ,定理 (1.6) 和 (1. 7—6. 这 是 
由 于 下 面 两 个 原因 
| (a) Z,, B, 不 一 定 是 自由 的 . 这 样 (2) 不 一 定 正 合 ,从 而 没 
有 正 合 序列 (3). 
(b) % Z/B, REHBER. dy: BDH, 一 ZOH, 不 
ЕЖ Я. 
fE < = Z 的 情形 ,如 果 C. ЖЕНА. 则 (成 立 。 шн, (Ce) 
是 自由 的 , 则 (b) mir. Dist, AUR 4 =Z 4 C. 与 Мос) 
部 是 自 铂 模 , 则 定理 (1.7) 的 结论 仍 成 立 . 


习 题 
1. 设 C, 为 自由 链 复 形 。 证明 当 H.(C.) 一 0 时 ,存在 从 
id 到 0 的 链 同 伦 ( 称 为 C, 的 收缩 局 伦 ). | 
2.3 le: Ce — C. 39989 83. fs 的 映射 锥 定义 为 
Сопе(ј, ), +, = C.Q C. 
(с.е...) = (8c,,0 7.4 + ( —1)"f(c ,.)), 
这 样 可 以 得 到 一 全 正 会 列 
0 — C, — Conel fa) > Cen — 0, 


证 明 它 诱 导 的 长 正 合 序列 中 的 边 绿 问 态 


$ : H,(C, )— HR, (Ci): 
满足 关系 式 а, 一 (Р. 
3. 用 上 面 两 题 的 结果 证 明 下 面 的 J. H. С. Whitehead 定 
理 : 设 fa: C.— С, AHERN. 则 . fn 为 链 同 伦 等 价 当 且 仅 当 
对 所 有 的 n, Н.Р) 都 是 同 构 。 
4. 对 上 链 复 形 .叙述 并 证 明 相 应 于 (1 7) 的 结果 . 


5. 在 4 一 Z 的 情形 ,证 明 每 个 模 м 都 有 自由 分 解 c. 
对 :其 中 C, = 0, 1222, 9E X | 
Tor( M,N) = Kerl 9,914: CLON — С.М} 
证 明 Tor(M,N) 与 自由 分 解 C. M 的 选取 无 关 。 验证 
` Tor(Z,,Z/z) = Tor(Z/n,Z) = 0, 
Tor(Z/n,Z/m) = Z/(m;n). 
类 似 可 定义 : 
Бы К) = cok(Hom( CN) — Hom(C,,N)Y, . 
验证 ` 
ЖОС == Z/n, Ext(Z,N) = 0, 
Ext(Z/nyZ/m) = Z/(n,m),. 
其 中 (эп) 表示 m 与 # 的 最 大 公 因 耶 ， 
6- 讽 《一 Z. W. Cs, Су 为 :ZZ 上 由 出 链 复 形 ， TE Kün- 
neth AR: (EX ЙЕ {ТЕЎ 


0> PH, (сәен, пеон (с„®с») 


XD o, 


ë >. Бүтө нис», Ны (62) 9. 


$ ә 


DE 
A 


”2. 奇异 同调 与 单纯 集 


环节 复习 奇异 同调 与 奇异 上 同调 ， 重 点 放 在 乘积 上 。: - 
考虑 标准 的 m- 单 纯 形 : 
Atm ds un) € RH 0,24 一 ү 
An! -An 一 0 人 
(2.1) Flaat taina) = A 
gut 00,055, "PPS A TE 
Cow sun) m Geass se e 7 7 
对 拓扑 空间 XX, 定义 其 奇异 集 (singula set) 为 : 
Sin,(X) = Map(A* X) | р | 
В A. 到 X 的 连续 映射 全 体 . Ф 
д, = Мар(8',14): Sin。 (x): — 5ш, «(0,8 - 0,- 5, 
s = Map(o?, id): Sin aO) => Sia. (х); = == D,- ME. ph i i 
TIS ZU ET BEST. 可 以 证 明 ， 下 列 等 式 成 立 : 
9,9, = дд, ijs 
$5) 79 рын £ < js 
DEM NT. J, 


(2.2) ди; —11, (=i jid. 


t wu. € 


EN sð £29] 十 Ll 
设 =0,ї;-. .为 分 次 集 ， 并 有 算 子 9: :5, ne 及 б: S. 
一 Sj 它们 清 足 (2.2) ， 则 这 个 带 算 子 的 分 次 集 S= US, KA 
单纯 集 (simplicial set)， 奇 异 集 就 是 单纯 集 , 它 定 义 了 一 个 汞 子 
Sin: { 拓 盾 空间 } 一 {单纯 集 }. | 
单纯 集 之 间 的 射 定 义 为 与 s。 和 д, аю. 
设 < 为 有 单位 元 的 交换 环 。 定 义 奇异 链 揽 形 汶 


S.(X,<) = 4[5п„(Х)]. 
也 即 以 sin.( X) 为 基底 的 自由 4-0. 5„(Х, 4) ас ара л 
为 线性 组 合 ХА0,, 1€ <, 0, € Sin,(X). 4 


д 一 У(—1)'8,;5.(Х,4) => S. (X, 4). 


由 (2.2) 可 知 , 0-0 = 0. 这样 SQQUX,4) 就 发 了 一 个 链 复 形 , 称 
мет И. КАЕРИ X ЯЗУ. 
在 以 上 定义 中 我 们 没有 用 到 退化 算 子 . 但 是 由 于 o 保持 模 


SIX, 4) 一 |) а) d T 


REREH. ASIA. 4)C S7 (X, 40), MARTE AA 
MELEH | 
(2.3) SIX, A) = S.(X,4)/S5 (X, 4), 
可 以 证 明 ， 商 映射 © 
S (X,<)— 5(Х,=) 
ЖИ ЕТ (55 1 Малапе, 8 Ж 361). 
”Xi 的 上 链 复 有 形 芋 义 为 ， 
S*(X,4) 一 Нот(5,(Х, 4), ж), 
(85) (х) = С 1) "2(0x), 151 一 degli), 
ЯЫ Ж харе БАНЕ. MERX 
SX, 4Y854X, <) — + 
在 同调 水 平 上 诱导 了 Kronecker Баз 
G): H'G4)8HOG 4) 4, | 
当 . 4 为 城 时 ， 由 命题 1.601) 可 知 这 是 一 个 非 奇 异 配对 。 当 M 
为 <- 模 时 , 定义 SeX, M) = S4UX. 2)@M, SX, M) = 
Нот 5,(Х,4),М). КИ 
ВТА: 


Se: 1 拓扑 空间 }-*{ 链 复 形 },( 协 变 )》 
s*: {拓扑 空间 }-*{ 上 链 复 形 1。( 反 变 ) 


- Ü >» 


拆 扯 空间 之 间 的 两 个 映射 4,h:X 一 Y 称 为 是 同 丛 的 . ЖР 
在 映射 Р.Х x [0,1] — Y, EH F(x,0) = hl), F(x,1) 一 
fs)。 下 面 的 定理 是 奇 四 链 复 形 的 一 全 基本 性 质 ， 其 证 骨 可 参考 
任何 一 本 关于 奇异 同调 论 的 书 . 

定理 2-4. 两 个 同 伦 的 映射 f,g:X 一 了 分 别 诱导 出 链 同 人 
的 映射 farge: Sal X) — S,(Y) 和 f/t,g*;S*(Y)— S*CX), 

注 。 我 们 在 不 同 的 场合 用 映射 这 个 词 来 表示 不 同 的 合 义 ， Li 
unb; 3 Z2 [8] zz a] Bg 31 JF ЖЕ d n 84 , 模 之 间 的 映射 指 模 周 态 . 链 
复 形 之 闻 的 映射 指 链 映 射 ,等 等 . 

在 不 会 混淆 时 ,我 们 省 略 基 环 < 的 记号 (例如 用 S,(X) X 
表示 5S4(X,4)， 等 等 )， 上 同调 群 月 "(X) 形成 了 一 个 分 次 模 


H*(X) = ЎН"). 


我 们 要 在 上 面 引 人 和 人 乘积 , 也 即 所 谓 的 上 积 。 为 此 首先 讨论 Ss(X) 
QS,(Y) 与 S,(X x Y) 之 间 的 关系 。 在 零 维 它们 是 相等 的 , 即 
S(X)@S(Y)=S(Xx<x Y) — | 
奇异 链 复 形 有 一 个 增 广 : 
E:S X) —> < | 
它 把 每 个 生成 元 都 映 到 I. KER SQUOGSSQO) 有 一 个 相应 的 
HS s — *@ se。 下 面 的 结果 可 看 成 是 (1.1) 的 一 个 实用 推论 。 
定理 25. (Eilenberg-Zilbert), mE Е: 
(i), 存在 保 增 广 的 自然 链 同 伦 等 价 


SAX x Y) s,(X)@S,C(Y), 


(ii) FERIA S.(X x Y) 到 S,(X)@S,(Y) 的 保 增 广 
的 自然 链 映射 部 是 链 河 伦 的 。 同 样 、 任 何 两 个 从 OSY) 
到 Ss(X x Y》 的 保 增 广 的 自然 链 映 射 也 都 是 链 同 伦 的 | 
在 定理 中 .“ 自 然 ” 一 词 的 意思 是 说 上 述 链 同 伦 或 链 映射 是 落 
了 之 闻 的 自然 变换 。 例 如 ，e， 为 自然 链 映 射 是 指 对 任何 /:X 一 


a }] = 
zo Cho. 


X 及 gY ҮН as (хр) О.а) as 7 
《2.5) 的 证 明 。 我 们 用 零 调 模型 的 方法 来 归纳 地 定义 ox. 由 
Ta. 是 自然 的 ; 布 且 与 增 广 可 交换 ,因而 кк LER 
映射 2 
设 аа . 已 经 在 维 数 : < n hF E. жн I И 
OA tX, ыы Y IET 


要 找 的 必须 使 下 而 的 图 表 可 交换 :人 
SA A — B $ 
(б.а) СА) 225 (Se(X)QSs(Y))。 

特别 地 、 对 于 5„(Х x Y) HITR C (ө, eat £ ху, 由 

(6,9) 一 (8 X ф)а(2.50.), EAT, c ms шсш sas 

(1) a.((059)) = ae И у Тышл 


Ep, mA A* 为 恒 等 映射， 

这 样 。 要 一 般 地 定义 а... R II R NUR Һе ады, 

pe) E (Sel AOSA) 8 
(2) Gas tres) = a COG. LE 
ИП. 但 由 归纳 假设 。 有 
Ә(а„—4(80‹„›„))) = а, DOs, Pak 

根据 Künneth 公式 (1.7) (或 者 , 当 4 ЖАНА. 8), 可 知 
H, .(S,(A')@S.(A*)) => 0, Mili a, (Әби, 2.) 是 一 个 边缘 
链 ， 因 此 可 选取 а,б.) 使 之 满足 (2)。 НЕСІ), ， 即 可 定义 
Hi s。。 证 明 的 其 余部 分 留 给 读者 。 ü 

对 £ € S'(X;MD, n€ S"(Y; NOSE ХУМА ë X q€ gU 
 Y;MGN) 为 《一 1D)*” fT FR H JE A | 
Sera (XX pub РЕ 


PÜsojesqv)$9*ueN. 
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容易 验证 下 面 的 引 理 ， 
— 5888 2.6. 乘积 # x 4 是 自然 的 , 且 满足 

(1) 8(£ X р) = £ X n + (71) X Ən; 

(i) E X 1 是 双 线 性 的 ; | 

(їп) ale X n) = ре? (5), (E x в) = pri); 

这 里 e 为 增 广 ( 视 为 零 维 上 链 ) pr. 和 pr, 分 别 为 XX 到 X 和 
到 Y 的 投影 . a - 

Етти АБН, ИЗИШ x1 A HO, xh 

我 们 就 有 了 上 同调 的 又 积 : | | 
H*(X;M)@H*(Y ;N) >H*(X хҮ; МОМ), : 

i EE H"(X;M), n€ H^(X;N), si sn s 
(2.7) — EUn ~ diag*(# X n) € H'*"(X, ММ), | 
АШ, diag;X — X X X, ЮХА. 

特别 地 , 当 M = N = < 时 ,我 们 得 到 乘积 

H*(X)@H"(X)—* H**^(X). 

$128. 上 积 具有 下 述 性 质 ; 

G) UUE = £ZUGUD; E AN 

Gi) EUn = (1) ЈЕ; | | 

Gii) [e1U£ = £ = šU[e1. КА B 
(0 dE. G) 59 Ci) 的 证 明 留 给 读者 ,我 们 来 证 朋 Ci). 设 T; 
XxY—Y xx ЕПА АСЯ, Pia EUM 

E E S.G x Y) Say x X. a 
a з 
T*:5,(X)85,(Y) 一 NDSA, | 
它 定义 为 T°/(z@y) = (—1)"' yr, (OHE T? ВЫ ОХ 
里 ， 符号 сеен 是 必 不 可 少 的 . ено. 
ИСЕ SX x SOY) — 
pu E 


50у x Х)—®5,(ү)®5„(Х) 
e 13 * 


它 并 不 一 定 是 交换 的 . 但 由 于 所 有 映射 都 保 增 广 , 故 由 SGN 
可 知 该 图 表 是 同 伦 交换 的 ， 也 就 是 说 ，7* ae 与 a< TE Bi) 
伦 的 ， 从 而 有 C | | 
T*[E X n] = ( 1) х E). 

取 Y = х diag, PATLARI. BI GD. Y 

这 个 命题 的 几 条 可 合 在 一 起 而 写成 ， 上 同调 群 H*(X) 在 上 
积 的 意义 下 构成 一 个 带 单位 元 1 一 [1s1 的 分 次 交换 环 . | 

我 们 也 可 以 用 Eilenberg-Zilbert Æ Kronecker 配对 来 
定义 同调 与 上 同调 之 逆 的 乘积 。 定义 如 下 : ”给 定 SENA) 及 
xzeSn(X XY)， 定 义 斜 积 . 

Ax € S, (Y) 

3930€ D: 在 下 述 映射 下 的 像 : 


S*(X)@S,(X x Y) ®25*(х)®5,(Х)®5, (Y) 
SESS, куу, 

斜 积 满足 关系 式 | 
(2.9) OCEAN) = 8ENE + (I) NOR. _ 
因此 诱导 了 一 个 乘积 

| N:H"-(X)Q@HR,(X x Y)  H, (Y). 
特别 地 , 取 Y — X,Jt ЖИ & CR 
diags :Ha(X) — H,CX XX), 我 们 就 得 到 了 下 面 的 - ER 


(2.10) n: HHA(X)GOBHACX ) — Hm X) 
卡 积 与 上 积 之 间 有 下 面 的 关系 : 
(2. 11) CEU nx > Xm 《En 05), 


其 中 $39 € H*(X),x€ H +(X). 

为 了 以 后 应 用 方便 起 见 ， ERREUR E SUP ERIS (X, 
4) 上 ,其 中 4 为 XX 的 子 空间 ， 相对 的 链 复 形 和 上 和 链 复 形 分 别 定义 
为 

SQ (X y4) = Сок 5.04) 9 4 (X)), 
б, 


S*(X,4) 一 Keri S*(X)-—>SĦ{A)}. 
我 们 有 短 正 合 序 列 
0— Sal 4) — Se(X)— S,(X, A) — 0, 
0 — 5*(X, 4) — S*(X) — S*( A) — 0, 
它们 分 别 诱导 了 熟知 的 同调 和 上 同 请 的 长 正 合 序列 . 定义 空间 对 
的 乘积 为 
(X,4) X (Y,B) — (X X Y,A x YUX x B). 
AEE X. АА) X. PA BU ЕЗ ЖА ЕТ BH ES RT S Së i 3384 
X:S"(X,A)@S=(Y,B)— S*"(X x Y,A X Y UX X B), 
取 X=Y, HEA Ex FUB 3 ,就 得 到 链 水 平 上 的 上 积 
U:S"(X, 4)бд5”(Х,В)у—> S"+”(X, AUB), 
这 两 个 相对 乘积 都 诱导 出 上 同调 水 平 上 的 乘积 。 我 们 仍 用 同样 的 
符号 和 名 称 来 表示 ， 
定理 2.12. E < 为 域 , 则 义 积 
x; H*(X,A)G@H*(Y,B)—* H*(X X Y, 4X YUX x B) 
为 分 次 《4- 模 的 同 构 . 对 一 般 的 4, X; H*(X,A) 与 H'(Y,B) 
都 是 自由 的 , 则 结论 仍然 成 立 . 
证 。 出 自然 性 ,(2.5) 的 相对 情形 导致 链 疝 伦 等 价 
Bea: Se((X,A) X (了 ,8)) -> Se(X,A)DS(Y, B), 
它 诱导 的 上 链 复 形 的 链 映射 为 P 
x: $*(X,4)85*(Y, B) ^ S*(X X Y,X x BUA X Y), 
因为 ó, 为 同 伦 等 价 ， 所 以 x 为 同 伦 等 价 。 因 此 它 诱 导 了 上 同调 
群 的 同 构 ， 再 根据 (1.7) 或 (1.8) ,以 及 叉 积 的 定义 ,就 证 明 它 是 同 
HB. 


3 题 
I 1. 设 X. _{х,,д; ssi} 为 单纯 集 , 其 实现 |x. | Ж УШК. 


4 At 为 标准 的 = 维 单 形 ,还 有 算 子 
б.д” => A" , 


* 15 • 


e A*— AU, " 
ЖЖ Ца" x x. 中 引入 由 下 列 关系 所 生成 的 等 从 关系: 
PEN ~ (s.0;xz), (dux) ~ Ou 
给 空间 ДА х X./— Он 
Ix. N.. 
如 果 X. mig X, 者 是 拓扑 空间 ， ШЕ 0, 5 s 都 是 
连续 映射 , 则 称 X. 为 单纯 空间 ， 其 实现 АХ. 仍 定 义 如 上 ， 
2. 设 G 为 群 (可 能 是 拓扑 群 ). 定义 单纯 空间 М.С 为 ` 
М„С—= G х.. X G (n AF), 
Ode aga) "= Crs ttt) a : 
oh rE) m ott gigi BE) << í< mn 
8.(g.,-:' g.) 《EC 
Sigs aga) 5 nis giaslogis oo» gu). 
其 实现 记 为 BG, ШЕВА. 8(2/2) = RP", 
3. E G 2g BE (RT SEXE TREE). mee E. (G) 为 
E,(G) —G'", | 
3,(go gu) = (Eott tsis g.) i = =0,--. n, 
nC gs : iE) = Сёз» 577060819777 зЁ) з= 0,-- s% — 1, 
证 明 |E.(G)| 是 可 缩 的 . Е | 
6 在 E.(G) 上 有 一 个 作用 : 
mecs g.) = Caps BELL 
证 骨 E.G/G = N.(G), ВАА 
| ` (oc s g.) — (a Eo Чә t Pag. 
类 似 可 定义 E(G): 
Е.С) = G'", 
dABos ^ 7^5 8.41). = CÉgos oo ooo rito £s i= 0,: 5,5, 
i gos ">t sga) = (go, . "aisia" sga)» T UPE BL dn l, 
证 明 E((G)/G 7g ARS, _-. 
+ 46 ? 


4.{2.5) 中 的 两 个 映射 可 分 别 取 定 为 下 面 的 映射 4 和 B, А 
称 为 Alexander- Whitney 85, B 称 汶 Eilenberg-Zilbert i 
8i: 
| A:S.(X x Y) - (S,(X)@S,.(Y))., 
Alp) = Уд" 0Q@aip， 
В; (XOS) 一 S. (X x Y), | 
B(9,p) = Хзрп(х).- (бан чч, 0 
fp “SAOP )» 
其 中 б 为 最 后 一 个 面 算 子 ， tbe 
进行 : 
alp + q) > ::- > =(p + 1),z=(0) > : .> =(1). 
如 果 我 们 把 S.(X)》 理解 为 ¿[X.1, RI ERR 4-2 AREE A 
Ж X. 5 Y. 都 有 意义 ， 
UERS А ЯП B MERERI. 


3. de Rham 复 形 


作为 开始 ， 我 们 先 考虑 平面 R 中 一 个 开 集 尽 上 的 光滑 项 数 
(C” -函数 ) 
fU К, | | 
ЖП: 什么 时 候 E 是 一 个 函数 的 梯度 ”也 就 是 说 ， 什 么 时 候 存 
在 函数 PIU 一 Rt， 使 得 
дЕ i — 


(3.1) gra F = а ` Әх 
à 2 


(3.2) су an Dh. ЭҺ 
Өх. 


Өх, 
但 一 般 来 说 ,这 个 条 件 不 是 充分 的 ， 
考虑 下 面 的 例子 : U--R —101, 


x x, 
f(x.,x,) -\ с? Ji 


这 时 curl(f) 一 4, 但 f A EE — II FREE: 3596 f RUE] S (x,x,) 
n (созд, sin8) 的 积分 ,我 们 有 
алах, + hdx, | 


= 0, j = (fs h). 


e|" — U.Ceos0, йк) - sin9-+-|,( cos3, «in 9) - cos8 )d9 
- 2x, 
另 一 方面 ,如 果 gradF == j, U 
Ja hdz, + ldz, == |. "S F( cos?, sin8) 
= F(1,0) — FCi,U) = 0, 
这 就 推出 了 矛盾 。 
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根据 定义 ，surlegrad = 0, 因此 grad HRAT curl Bg 
。 但 我 们 已 经 看 到 ， 一 般 来 说 它们 不 相等 。 为 了 衡量 它们 相 
差 的 程度 ， 我 们 定义 间 调 群 | 
(3.3) H'(U) = Ker(curl)/1m(grad). 
”对 于 较 好 的 集合 已 , 它 是 有 限 维 的 向 量 空间 ， 
对 于 高 维 空间 有 类 似 的 构造 ， 在 三 维 情形 UCR*, 我 们 有 一 
PAF | 
(34) — C"(U,R) cew, R Eewa, Ry P, ctu, R) 
这 里 CU, К) 表示 从 已 到 Б" НОЗЕ (E Hr RU Ras TAE 
空间 ， 


人 Ae 82), 
9f, _ Әһ 


ия f.) m ( 2», Rusga) gu" Әх, on 


ӘР, + 0g, 十 дв 
Өх 


div(g,, 6283) 一 Өх. дх 
n 3 


容易 验证 
curlograd = 0, divocur] — 0, ` 
这 样 我 们 就 得 到 两 个 商 群 
H'(U) = Ker(cucl)/Im(grad), 
НО) = Ker(div )/Im(curl). 
上 述 作法 可 以 推广 到 UCR L. GG 为 二 项 系数 ， 通 数 
AU — КО) 由 分 量 heip U 一 R 给 出 ， 定义 其 微分 df: 一 


E79 do Үй 


heu 


| Яў, ^ t py md. 
Bire `. (一 1 ә 一 -一 一 一 一 全 m, 
et - 2i . Әх,. 
G.,- КИТТЕ 人 а Р) А 


可 以 验证 ，dey 一 0。 因此 有 党 形 
šs $ à 


(35) c^ (U, meram Rc” (р, RDS Te E 
以 及 同调 群 
HIU) À == Кеа) а), 

"POSU de Rham 上 同调 和 群 . 

我 们 用 另外 一 种 观点 来 看 上 面 的 肌 射 d- а V = R°. EZ 
Es [€ c° (U,R) 在 点 x€ Ú ME GS y ЗАЕВ | 

орду, 07754 

在 已 中 变动 *， 我 们 得 到 从 书 到 对 偶 空 间 V* 一 Hom(y, R) 的 
一 个 映射 


бж 


die C"(U,V*). ; 
现在 设 1€ C"(U,V*). 关 似 地 对 了 微分 可 得 到 
| D,f€ Hom(V,V*), 
但 一 个 线性 映射 p:7 — Y* SS IP Э БЕ Ф: Vx V 
一 RR。 从 而 我 们 有 I 
D,f:V XV — R. 
现在 定义 | 
d flu, в) = Dil(u,v) — Р,Ко, н). 
BUD TP ЗЕНА, Е “在 中 变化 ,我 人 得 到 人 
C^ 函数 | 
-dje CHU, О. 
过 样 我 们 就 有 了 一 个 映射 
d:C"(U, y*y- cU, ARVD. 


一 般 地 , 令 A) УРОН Ф:У XY X X 
V — К 全 体 购 成 的 线性 空间 ， 这 里 的 交错 是 指 办 满足 


ф (5,5 7*0) бс буйру с) ФС. ы Vis EEFT 717). ! $5] 


构造 映射 | E 
4;С” ANUV )) 9 C” (U, АШЧУ)» 


* 89 ? 


(3.6) dafln i 0) 
2+1 


I 216—0 IDf( i, t. $e "Uppe 


+ dimy ， x A dimAlt*(V) = (p ). EBE (3.5) 等 价 于 

(3.7). CD ee Ale CV), С°; Aw 
-SCU Al(V )). | 

通常 我 们 记 0" (0) = cu, Al (V). 特别 地 ; 9р) 为 口上 


”全 体 光 滑 函 数 (=C°%(U,R)). 


我 们 需要 一 些 多 重 线性 代数 的 知识 ， 对 实 向 量 空间 v, 构造 
BT (k ажан), C 
МУ = ФУ/ЛИ Q BIR), Е 
这 里 JY ERRE | | 
nO о | 存在 jA jo m oh 
所 张 成 的 线性 子 空间 ， AV 中 由 sn 所 代表 的 元 素 记 
为 vA A. 这 些 符号 是 交错 的 ， DEREN, des 是 一 个 和 
换 ,， 则 ” 
роб р = sgal) s n, A: ° Am. 
给 定 了 的 一 组 基 ， iatt taea (en, A+: Negli sare s, i HÀ 
成 A'V 的 一 组 基 。 因 此 dim ЛАУ = (2). 
AV 上 的 线 狂 函数 可 视 为 с тс 
а L ON i9) m Ко ЛА ов). 
反之 ， 任何 & 个 变量 的 交错 函数 都 可 以 写成 这 样 的 形式 。 Buc 
 Hom(A*(V),R) = A*(V)* = АШАУ), 
在 AV 与 NO) жик HS HIA bo Bt 
Ау. KEE, BOW збы 
b: A*V')9A*(V)R,- ыў. Да "ot. stam 
blau? A- Аа Ат: MD dea Gi). 
是 非 退 化 的 ， 它 定义 了 同 构 C cH 


д 


(3.8) Ё: AQ)  Hon(A И), В) ЛКИ)", 
ER, 9—9 | 
ЛИ) ЛОИ) 一 Ач (*), I 
CE o@p 对 应 到 о Лр. АКВ), 它 对 应 于 交错 函数 之 
间 的 乘积 ， 即 所 谓 的 外 积 ， 下 面 是 一 种 直接 的 定义 方法 。 
ЗЕ f£ € АНЕ IV), € АТИ), ШАРМ УЛ ЕЕ АТУ) 
由 下 述 公 式 给 出 ， 
(3.9) GAED, Л Abra) E i 
一 Xugu(z) .大 ea esa)  Ersgans tts Pase 
其 中 求 和 对 一 切 满足 条 件 | 
x(1) < 天. <=(k) ЯП z(k + 1) i < x(k + D 
的 置换 = 进行 。 若 太一! 一 1, 则 
| (fAg)(v,, 6) = Koeln) — Heg). 
(3.9) 中 的 乘积 是 分 次 交换 ( 即 反 交换 ) 的 : 
Ле СОЛЬ, Ifi =k, |e] =l, | 
并 且 它 是 结合 的 . 4 A"(Y) =R= APO). HAREGO 
张 到 包含 《= 0 或 1 一 0 的 情形 。 这 样 ,对 固定 的 V ,我 们 就 得 
到 了 一 个 分 次 交换 代数 


(310) ли) = € Av 一 лн). 


34 天 > dim Hj, 人 *(V*) = 0, z 
对 于 V =R 的 情形 ， 令 dn... dx. € V* 为 R 的 标准 
ENEA. 对 多 重 指标 [一 Gui. 令 dy 一 do 人 
Ndre WIJE i <o < M) dz, 全 体 构成 了 АНКУ) 的 一 
组 基 。 因 此 Qt(V) 中 任何 元 素 都 可 写成 
w = Aída, f € C"(U,R). 
利用 (3.9) ,可 把 (3.6) 中 的 微分 表达 为 


(3.11) | do = > ~ wda; Ada. 


iwi Өх; 
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从 这 一 公式 可 以 看 出 , 2 满足 dod 一 0。 并且 对 任何 ое OU), 
+€ Q'(U), 都 有 
(3.12) P qa cbe Ce M dus E 

M k= 0 Еф, e 是 一 个 函数 ， 而 (3.11) 就 是 一 般 的 微分 公 
Ж. (W 1 一 Ф. ЕХ dx, 一 1)， 特 别 地 ,第 守 个 坐标 函数 а: 
U — R 的 微分 是 一 个 常 值 揣 射 drU — VÀ, 其 值 dxrrey*。 

给 定 开 集 口 ,CR"，U;CR" 及 光滑 映射 p: U — Un TAE 
义 诱导 映射 

© p*:0*(U;) — 0*(U,), 
TERRY, 与 微分 运算 可 交换 ,并 且 在 O" 上 相当 于 用 9 作 复 合 
ANE (tU) 一 fop)。 事 实 上 ， 满 足 这 些 要 求 的 肌 射 只 有 一 种 可 
ЖЕ, RU КА 
(343) q*(Xfdy, А Лау) = XXrioo)dqi A: Ааф, 
其 中 ф 为 中 的 第 ;个 分 量 ， 显然 ，(eog) — ф*оф*. 这 样 ， 
de Rham 复 形 (3.7) 就 形成 了 一 个 反 变 函 子 . 
， 我 们 希望 把 上 面 的 讨论 整体 化 , 用 流 形 M 来 代替 U. ХЫ 

V 将 用 流 形 的 切 空间 T M 来 代替 ,并 且 我 们 将 考虑 “ 光 

Ў” o, € АНМҖТ,М), рє M. 

ін, ЖП ЕМ ЕЕЕ Жм). E 
RIR C~M) 一 C"(M,R) LAB. 给 定 Xor- Xe (M) 
以 及 一 个 族 we AlK(T,M ),Pt M, 之 后 ， 赋 值 映射 确定 了 一 个 
函数 p 一 er;X)。 我 们 要 求 这 个 函数 是 光滑 的 .因此 我 
们 作 以 下 的 定义 、 它 是 前 面 概念 的 推广 . 

定义 3.14 流 形 邓 上 一 个 4 次 〈 微 分》 形式 是 一 个 交代 的 
C“(M,R)- 多 重 线 性 函数 

onRA (M)X x SF (M)— C"(M) = CM ,R) 
(其 中 RM) 的 个 数 为 k). k wi K.A Aio OM). 

eft p€ M 点 的 值 记 为 e, (Xu, XI. 我 们 需要 下 面 的 

引 理 (通常 叫 获 张 量 性 质 ). 
"WIE 3.15. A v: (M ) -> СМ) ж C"(M)- 线 性 的 ， Г 


* 15 > 


g LX) Bolle 的 值 ， 0c 
i. ЭТТЕН X, = 0 поо чо. % Wa) pas 


点 附近 的 坐标 系 、 则 Х|» 一 Za, Š = ids AKRE HFA 


P кара ITE 1 的 光滑 函数 ， 对 ає M „Ж 
BAD = ®(4)а(4);4 € C*(M ),. 


X; = $(9) 21; X € A (n), 


则 有 X = 54Х;-+ (1—в')Х, ТЕТ 
eO) - EaP K) + O-9K€)0e,00-79 Ú 
由 这 个 引 理 可 知 ，,， (3. 14) 中 的 函数 在 点 的 值 o,(K,, en 
XQ) 仅 依赖 于 Xu Xu. 因此 对 任 春 pe M， 9, 都 县 
Altt(T,M) PER. W 20м) = C%(M), 用 (3. з У 
оҷм)фоҳм) 8) OUM) 的 莱 积 . 则 2*(M) == ESQ) 
就 形成 了 一 个 分 次 交换 CM-RA, 即 对 上 的 微分 形式 代数 。 
”现在 我 们 要 在 OM) 上 引入 微分 算 子 d, ,给 定 函数 
fe Q'CM), df 定义 为 了 的 方向 导数 "m 
dj; (м) =» C"(M). ` 
CE CM) RER AE df € Q'CM ). " | 
51883 3.16. 存在 唯一 的 映射 4; ам) = оем), ks >, 0, 
满足 
G) 2 = 0, .. 
Gi) &—0,4 定义 如 上 ， E 
Gi dw Np) =: do |p + (—1)'*luo Лаф. : 

证 . 任 给 p€ M 和 oc Q*CM), IE EP ае Ж 
(40),. СО, х) Р 点 附近 的 坐标 系 。 则 在 该 邻 域 中 可 写成 
ola = XhGOdm, dr = dr, № d | 

如 果 айе. Gi), Gi), WHEL 。 | 
(ж) (de), = 09) Adz € АШТ, (музей. m" 
ARDESEME— RU. RIDERE. ЖАНЕК TES TEE Rb 09 


三 个 条 件 。 B 
. 2E 9.17, 我 们 也 可 以 用 下 面 的 公式 米 直 塘 定 义 d 《其 中 х, 
„Хь A (M) [XX] 为 李 括 号 )。 


Е de(X,, -- SX 一 à nn X; NOUS o, 1. X.) 


c4 Y C ySe x, Xj il» РЕ Jo 0 Tr . , d Ы ху. 
<j : 
为 了 验证 这 个 定义 与 (3.16) 等 价 , 只 需 对 局 部 情形 , 即 M =U 为 
R° 中 一 个 开 集 的 情形 来 验证 两 者 相同 。 这 时 


3 X, 2 Xf G0 B. 


Afir Ofiy 
[X,,X;] Taa 2: 2 (taco "e њое te 
这 样 ， 上 式 与 (3.11) 之 间 等 价 性 的 验证 就 转化 成 了 一 个 亢 长 的 计 
算 过 程 。 请 读者 至 少 对 oco 的 情形 作出 以 上 计算 来 验证 等 式 
dol X; X.) == X.Co(X.)) — X,(co(X,)) — o([ X,, X. 
定义 3.8, MH de Rham 复 形 为 分 次 微分 代数 (2*(M )， 
4); | 
0— о@м)у®о‹м)®%..--5%ол‹гму®..., 
其 同调 群 称 为 好 的 de Rham 上 同调 群 ; 记 作 Hiós(M). 
Q*(M) n RE н? a HRR, 并 使 之 成 为 分 次 交 
换代 数 ， 
de Rham 代数 是 一 个 反 变 函 子 ， m. ш p:M'—M 
是 光滑 映射 ， 则 
Go) (X; - -- Ха), = — к Ды : НЕЕ 
其 中 op, = аф: T ‚М'-> TuM 是 映射 的 微分 。 上 式 推 广 了 
(3.13) 的 定义 。 БЕЯ} ms 是 分 次 代数 之 间 的 同 坊 。 
以 上 我 们 引入 了 de Rham ЖЖ. 但 除了 在 开头 证 明了 Hin 
ХЕ —0) 50. 之 外 ， 设 有 讲 到 任何 计算 de Rham 同调 群 的 方 ， 
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i. | | 
ИО Ж ЖЕ Ы, TEREA EFA. 通常 称 为 
Poincaré 5]Ж. 
设 UCR 为 开 集 ，ee U。 如 果 对 任何 rE U, RE (е, z] 
都 包含 在 已 中 ， 则 称 避 关于 e 是 星 形 的 . 
ЖУРЕ ТЕ И, ШАНЫ {е}— U 是 同 伦 等 价 . 由 (2.4) 
"AL U5 {ер 的 奇异 司 调 群 是 相等 的 : 
i . . (OÜ. > 0, 
mtu) = he =, (KEE k R). 
对 de Rham EI, Poincar: 51 Т РЕНО lib: 
313.19, ЖЕМЕ О, Н Н) ~ R, НСО) 
0,17» 0, i 
证 。 我 们 要 构造 一 个 收缩 同 伦 
K:QUU) > 0—90), А — 1,2, -- 
CR, 1.), SE ХВ rU x [06,1] U, p 
" x(z,r) w: + x + (1 — z) е. 
每 个 UX [0,1] 上 的 А05 eo SE Iu — He 
c = d: Ла + 0, 
Hp aig ^а di, 


. KC) E e == И ex t) m 


а = vali, z)da,. 
“нл, UD | 
4Ё(о) + R(do) 
= | aue Сала + 458) + ВУ) 


4 fem) 


-人 de 一 人 dor] а) 
| = fm 
wÁ. Bau кс Bases ` Š 
dE k> 0, wa хф); рє DILU), UMU Sus 8... В. бо 
6 


-— lay. 


一 0， 这 是 因为 alu 是 常 值 映 射 :当天 一 0 时 ，8 是 函数 ， 
Bassi = P(X), Bose ™ Ble). 
Ф Кр) = Ќ(а*(ф)). Шоо Н 
AKE) EKU) =p, PERU) > 0, 7 
Каф) = фф ole), ° pe PĀ ^c c  ' 
ЧИ К ниесе. эана © 
在 结束 本 节 之 前 ,我 们 对 一 般 的 代数 作 一 些 衬 论 ， 它 可 以 合 
我 们 了 解 到 de Rham 算 形 的 一 些 形式 特 医 .* à 
设 4 为 特征 为 零 的 域 ; QC4. 设 4 为 《不 一 定 可 交换 的 ) 4 
代数 。 我 们 要 定义 4 的 “de Rham яш”. Е ЕГ ач 
子 的 概念 。 ——— 
M E Ж A SE, 也 就 是 说 , EEEE A BIET A М, EE | 
i : —(ae)e = a(ea), а;&є 4, e€E, 
一 个 <- 线性 映射 D:4 E ROSP ERMA obt A, BA 
` D(ab) = р(а)ь + aD(5). 
ux bREBS—TIEST (osa derivation), 其 定义 如 下 ， 
Mar d pes T^ 


E NOE 


„ыз. JOD 7 PT .AG@A— A EE 
x MOL KR. EWE O4) 一 Kera S AUR; 并 且 
dA: iw pd d «(а 5 _ 18o- 一 "ot 
是 一 m+. € | | : 
-8|sm 3.20. 给 定 任意 导 子 D.4— E, 存在 唯一 的 4 双 模 同 
态 9:9(4) E, 使 得 Р = pod4. 
证 。 任 何 导 子 都 把 1€ 4 了 映 到 零 。 这 可 由 计算 DO - 1) 得 
到 。 定义 e(222,95,) 一 27a;D(5)). ЩЩ D = фоа4, жнт Ж 
足 这 一 性 质 的 唯一 同 态 ， 因为 004) алжан 
190 — а®1 л. D 
令 ОЛ) (A BAA) (n ANINI C4) A, 
在 QA) = EOLA) 上 有 一 个 自然 的 分 次 代数 结构 .映射 da 
可 瞧 一 地 扩张 为 一 个 万 线性 觅 射 | 


"no p «x M E a : d aO Ys 
满足 SENS TT : 
š ЛИ A TEMPI б ET ar 
(1) dod = 0, P. : : SL YES v, 


(ii) df оно) > =. 4ш: Jwi + ОЕ л 
代数 Q, (CA) 不 是 分 次 交换 的 ， 但 我 们 可 用 下 面 的 方法 来 定义 包 
的 一 个 商 。 令 LO, CA) C]. 为 由 全 体形 为 . 
Ре - ql Ey. T (7 Dojo, °: x š. + 7 = я, FE 
| ТТА .其 中 ооа), P^ оа). A 全 
ЧОУ Da (4) = — 9, ADILA ОСА) 。 
в гада d, ЖАИ. 


0°- -> A005 D, (4) рка) 4. ES ES 


ийин a iid de Rham „нит. dex | BUD, 
WRAMSHEEMEL Oh. а 


š x” А - E и P. i 21 {Орта 
| 1. 令 了 为 带 内 积 的 向 量 空间 。 在 每 个 AY 上 定义 内 积 - 
Ce A... Лер Ае Aq S) = = det((v;, 0j) ). 

Ж 6s LIE жей, A. s NIS "Ani, бом 
ГО O | 

着 dimV =n, Jil ЛУ 是 一 维 的 . 它 的 个 单位 向 量 we A'Y 

称 为 是 一 念 体积 元 素 或 者 一 DIU :定义 Per а 是 号 算 

E o E LU. n 


Tm, ' ue ust 
XE AEN. Р Nec Mey mA 
TT 取 正 交 基 diis ,esi 使 得 ee Мень. TEB: 
(a) ж (е Л 人 人 ep) = = en Ns Леа SES of Hs 
0) 在 К 上 有 有 算 地 的 等 趟 ке SIUE" 
жож а= (一 De NU ERE Б pabi Í и 


Е 18 е 


(c) W e: NV ЛРУ AAR, ME (ИЛ Ло, у 
vA Ло. ШЕТ. r 一 koa HERRA то (—1)rm, 
х TRET AGERUBUPQESSIBXP ec P. УБАЙ} Р, Ney: =s 
ЛЕНИ D. Fo) = » Ao. Ve F2: Art R ДРУ 26. F BO 
HAF: BI (Foo) — wee EE, ADM TENE 
FA FI (1) жЕ, ж. 2000 x 

B et) V IHRER X, 证 明 

(а) F? (“А Лен) = 521 1) v, eie. 

ЛАЛ +. Де, ы, | 

(b) Е, ЕЎ + FZF,: A'V — NV ERREA 

ol 一 > + |16 ||. 

3. EB] dim Н%(М) 等 于 对 的 连通 分 支 数 。 

4. 设 邓 为 流 形 ，D УСМ AFE, UUV =M. АФ 
解 证 明 存 在 正 合 序列 


0 一 gr(M) > O*(U)GQ*(V) — T o*(U V) 0, 
对 M — S' 的 情形 具体 作出 区 上 分 解 , 从 而 导出 Hia) 
R (Hj Poincaré 5[3£). 
5. 考虑 球面 а + x + zl r: 上 的 2- 形 式 


(o = JL (d nds, — ахх + xdx dx). 


设 rR 一 0 一 R 为 到 零点 的 距离 函数 。 证 明 
(a) dr Ac == dx,dx,dx,, 


ф) [os o. 


6. 设 4 为 有 单位 元 的 代数 , 证明 (0,04), d) 具有 下 述 泛 
性 质 : 给 定 任 何 带 微分 的 分 次 代数 О, KAS o: 4 О, 存在 
唯一 的 满足 p 一 p 的 分 次 代数 同 态 
Pa: Oal 4) — Cs 
7. 设 4 为 有 单位 元 的 交换 代数 。 定 义 
О = Keru/Kerp Kera, а: AQA — А, 


ЗЕЕ. 令 dala) — 160 ~ eu, 

证 明 类 似 于 引 理 : 320 的 结果 ,。 | 
3E X. -Q* == Д» 162", )= 9169,-- Daj, PM d: 
Q'-— Qi, 叙述 并 证 明 关 于 (9*,d) 的 泛 性 质 ， 设 4 为 单 变 元 
* 的 多 项 式 代数 ,通过 对 deg(f) 归纳 ， oai 其 
中 f G) 为 f(x) TE S | 


з 4 у 


4. 代数 的 同调 


жан, a 为 带 单位 元 的 交 AT. ud 为: + кж. 我 们 将 
定义 4 的 某 种 同调 群 . ааа (saida bar 
了 F. 令 . ! 

| Ке ADi QA, (s MEFO = PRA jd 

ВКА, Д) = ЛОЛ А,( == A2), 

(41) B A,A) B CAA) Em 0, п 
Baa) Rg 
s: B... (CA, 4) — BLA 0,1 = 0,:-..n — 1, ` 
. s(a69:0a,) == AC ZaD 1 Wana, 

dE B.( A.A) 上 定义 4- 双 模 结构 为 

al- + Са) = Os 
《eq 的 oa 一 av 

ХЕ, 18107,40, Ө; 5) 构成 了 一 个 单纯 A- 双 模 ， ( 即 满足 

(2.2)). 

通过 定义 微分 算 子 9 一 EU 一 7B， 我 们 得 到 了 一 个 复 形 , 称 
为 4 的 双 侧 杠 结构 : Е 
(42) <-> ВСА, A) В, (A.A)... — ВА, А) 0. 
每 个 8 都 是 4- 双 模 同 态 ， 并 且 Að = 0, .4 中 的 乘积 给 出 了 一 
个 A- OR [8] d 

:B.( A, 4) — 了。 
设 M 为 右 4- 模 ， NX 4-8. 令 
| B.(M ; АМ) = М @ B.CA, DEN. 
引 理 4.3. 下 面 的 序列 是 正 合 的 : 


(ttt mm BAAN) > o om BLAAN) у 0, 


à • 


с ВМА co o Wo cdd) etae M i s 


d. EX 
K,:B,CA; A; N) — B, A, А; №), 
nD- QRDE „К>. 1 Qa C97 ` Qa, C9 faa, 
К 一 > А: 4; Му, 
M xb Lyr. i z MEL Qu om OST E 
" ORe KO m і, E ERa zd. 这 说 明 TK, A 
伦 ,从 而 序列 是 零 调 的 。 另 一 个 序列 正 合 性 的 证 明 也 类 似 。 量 . :… 
EAA iR £ Бај. Вр 4 — 4 АНЕ: 
баа) 一 aBa) жа +a), WETE 4- 模 是 一 个 左 A-R, 
而 4- 双 模 E 相 当 于 ADL- ((аба)=х = ала„хє E). БАЈ 
ET ОВСА, 4) 都 是 家 由 4Q@A- 模 。 在 引 理 4.3 中 取 N 一 A, 
可 知 双 侧 枉 结构 提供 了 4 的 一 个 自由 4 四 好 -分 解 。 由 定理 1.1, 


”这 个 分 解 在 链 同 伦 的 意义 于 是 唯一 的 . .类 似 地 ，. Bx( 4;A;N) 是 


м2 тена BUM A; ы EMEN TERT 
Ж, 
REA TONS ix 
(45). s Z(E) = ВКА, 4) 0,4 AE, 
这 是 BADE 在 下 列 等 癌 关系 下 的 商机 | 
(a6 - Wa) Der = p «Gua. aos, в | 
26 · ба, нб ха == aaO. - Ga Ox, x€ E, 
Сур O RI А-НИН, ШЕЙ ET — HIE 
^^ OZKE) Z. (E). ` 
BÉ (Z,(E),B) #20 Е Hochschild 383, 
EX 45. Z,CE) 的 同调 群 称 为 4 的 系数 在 互 中 的 Hochsc- 
bhid 同调 群 , 记 为 HHLA; E). 当 E= À 时 简 记 为 HH A). 
А 首先 没 4 是 增 广 的 ， Bp 
存在 一 个 代数 网 态 i 
` et 18 :4 K. 
~ 32 • 


有 了 as， 我们 可 以 通过 定义 5.2 0.7 
站 
把 一 个 左 ARERI ARR, 记 为 Fe ЭШИ. F ФА A 
模 , 则 可 通过 s 而 把 它 转 化 为 :4= 邓 模 , 记 为 有 “тоё 
2.(Е.) = 4 отаи pi МЕКТЕ 
„Е. т ЛЕНТА 
= B,(<; A; р), ЕЕЕ NE 
O(a 0 Ea. Df) == еа.) .Bf 
= naD DeD kr TP EET. 
OS sd 
Жн Z,(F.) = B, 4; P). ЖШ, Ж F р. 4X py 
Z.GF) T BF: А; TOR ТИТИ I 10% НА Е); 
(47) €um ру на: FJ) CR OEC. 
НСА F) = HHCASF) (F 为 有 ABD. 
杠 分 解 一 般 很 大 ,不 易 用 于 直接 计算 -但 另 一 方面 ,下 于 它 具 
AETHER KUERE ERAM, | 
RH Rak 4, 可 得 到 (和 3) 的 两 个 特殊 情形 。 BU В„(4; 
AR ви 0). .前 者 是 ， < 的 有 АЕ IRR 4 的 
н ow. BEE 1.1、 当 需要 计算 左 4-M FO LUN BE 
H,CAVF) 了 时， 可 用 4 的 另外 的 自由 分 解 来 代替 BuU 4; A). 
ча бирт. Sid ы PIE 


其 元 为 有 限 和 

. Yup. € ZG. ke sé G, | ДК: 
пло, Е sa usaq 在 4G 上 定义 增 广 
ё xpi MES. 1 pi : DRE оюк ы CIE 

E{ XÀ,g;)) = ENE ke 

因而 可 以 考虑 其 增 广 同 调 ， 10% С 
(4.8) Н.С; В) (Н.С СН). С.У. 
it G A m h ADR га. SAW ANTO o 


P.N: F — F, E 
D(f) = (1 — TW, 
G7. м ачта BTW, o5 
rH rw 一 1 агар мор = DoN == 0,7 O ` ` мра d 
| KI 4.9. 4 F = G 时， ; diis 
[mD = Кету, ImN == KerD, 
因此 有 < 的 自由 分 解 | 
p э ТШС ЕУ» MG 4654 0 m 
Tu 4 的 标准 分 和解 . 通常 记 为 W.. i 
E Rusa Leara Ds 一 0, 则 ъ= е Анд M 
f wm Na, 着 ми — о, En — 0,1 从 而 MN D 
| Ж „э (T1 | 
“m Улат — 1) жч (y pers . . 
‚жапе; 设 G 为 有 循环 全 Wj м 
© НАС: F) = FID(F) ` 
SH (G: F) = Р°) INCE), Fe = {fe вту — f. 
Coo HalG F) = (INE YDE 07 
^a, 由 定理 11 及 引 理 4 ?可知 ， H.CG: F) SB RS RO 
来 计算 Pe Qu | 
Е cc FEES E — 0. а А 
下 面 我 们 考虑 (4 6) 中 的 AE E ж АЖЕ. 这 时 ， 
ZA 一 4%, | | 
(411) O(aQ---Qa) — XC G-- С 
| *oC-—190*a,a.C9a,09-- а, _ к ni 
SOM DEROS AR Hochschiid £X, m R 
们 有 
НЫСА: Еу — Е]\А,Е], | 
(4, E] = lae — aa e €e E a€ A} 
34 E = 4 时 ， HHAA, 4). 就 是 和 的 交换 化 。 


`. 34 = 


当 我 们 考虑 矩阵 的 迹 算 子 时 ， 模 ЕЛАЛ,Е] 将 自然 地 出 更: 
全 体 w x n ERRE а.с) пара T ки) 
HE. {ВЧ | i 

A 426 Ш.Е)» E | К 
HARE gL) 不 变 的 。 也 就 是 说 ， 对 лє g), (4), ze аб (ғ), 
Tr(x à) — Теб. x) 一 般 不 能 能 立 , 除 非 кн Е] 一 0。 玉 此 很 
得 然 地 应 该 把 迹 看 或 一 个 映射 

Tr: gl (E) — HH,( A; E) 一 EHA El. 

这 样 我 们 就 有 Tr * 2) — Trír. 4). 
| UFE Hochschild 同调 群 的 一 个 重要 性 质 . 称 为 “Morita 
不 变性 ”. 

$284.12, HH. (4); gl (E)) e НН„( А; Е). 

在 证 朋 这 个 命题 之 前 ， 先 作 一 点 准备 ， 设 4 是 一 个 代数 . 令 
V— A". V 可 看 成 是 右 4- 模 ， 同 时 ，F 也 是 左 DRE, Hp 
I — End,(V). 同样 ,V* 一 Hom,(V,4) 是 有 T-W, 也 是 左 A- 
模 。 XH РИТ 
(413) Ve, = Ги, 

РУ — A. | 
模 V* 是 自由 ABR 因此 函 子 -6 * murem» em 
列 ， 

(4.12) 的 证 明 ， 采 用 以 上 的 记号 .有 取 Am A@A,V = AT, 
==, 则 

VQ, E = gi, (E), 

ARVE tm (Л), 
T = gLGA)G gl, (y. 
最 后 一 个 等 式 基 因为 
Г = AGgl.() = AZ рі, (Рі, (kD) 
一 AQA Rgl A Dg.. k) 
= р) 4) ` 
- 1.С4) Әр, AY, 


Sti, Рта B. GATA) 5 y AA ЕЙ И. 2831 
A@ Ft 一 aC T4 Вб ОО ер ПЫЗ Vt 是 条 
投射 模 (Vs9" — Г), RAT ARKADER НАС, CAT 
gl。( 互 )， 而 这 些 群 实际 此 下属 复 撒 的 同调 群 ; 
(500075 (BA ОУ), o (s ла Ms 
DOULE, 4^ DAE В CA SHY) pT wo sU 
一 B,( A, A)@,E. И ЗНИК 
最 后 一 个 等 式 由 (不 4383 推出 :由 定义 ;BE 六 Е: enm 
即 为 HHA E), 从 而 得 到 命题 中 的 同 构 ?外 这 07770 
їз, Ж 8 + 1-БЕТ. SEE же» Hum 
m 
aident ожо. PE MICE UE Eum 
"s (a Go А @а„у mE C 213: TBK Baie 
is a 445. (A. Connes) (441) i d a- 一 D 
(а оўн, 从 而 之 义 了 一 个 复 形 БОЗА, e 


gs 


一 A" 一 站 det P, pn) ru D)A Reni 
bt s . . “ 


лә Додата). MEE ET 
p AUR. 这 个 复 形 是 循环 复 形 的 原始 定义 。 宠 
хел Оси 的 情形 . i 
i ЖХ.416,:(А..Српвеѕ) I8. QC k, MA. ватанын 
叫做 4 的 循环 同调 群 , 记 为 нс CAD. i 
在 5$2 h, 我 们 把 拓 外 空间 的 奇异 各 形 的 性 质 抽象 龙 交 得 到 M 
纯 集 的 概念 ， 类 似 地 ,我 们 可 以 从 人 41) (441) CA 14) di S LH 
循环 集 的 概念 . 


在 Zst4) 中 定 X 算 和 0 pa 2e vong 
Qj: Z4) > z (С), =b iy: 
(4.17) niZ. A) 9 Zu) 0 in 
т.:2.64) — 2.04)... 5 go 
其 中 K ыд 


C(ai. Gana i Gau. í <a, 
ёа > Ss. 2- тр nOn aus #т йә хоз 
(4.187). УРИ Әв). =з uD - 76920,0931 Gaz Qt * EUM 
r.(a Gau) = a Goa age o X 
公式 (4.18 PRANE: инн, АДЕ 
此 对 一 般 的 群 甚至 于 半 群 G 2.494. T 
与 (2.2) 相 类 似 , 有 下 列 公式 : is 
80,7 дыд, і <}, | 
I onn — suns. i < m н ` 


УС LOT M E sabiy 4 <j; o5. © З кз E n : 
буы, img du a 
(4.19) ‚ Mie, *#2> i. + 1, | 


дут, = Tpi. B A =) БА < 5 D 


.Dor。 8, . 


д * ж (ho o Ы 


4j. T Taulo lcm PED. 
s t, == EET - 


т = 1, 


"T WOL-ULQE—MPRR A. fo. Ta LE 
集 ,日 这 些 算 于 满足 (4.19) 的 关系 , 则 Z. ROS RED. 
Салоу А 50.298 К EE ARES IS 
аон К 

SKAPIE 1 可知; 对 每 个 单纯 集 部 有 -个 拓扑 空间 与 之 相 
圈 系 。 因 此 对 循环 集 也 是 如 此 。 ETRIE LZA REGN: 
ир тава) 5' 作用 . 


ммт; 
š. РОТ 
l. ' 


Е ЗАТ ООН 


SA HHi( +С, E) 一 Hi(G,E.) 


x E, 是 由 іже — efg (ge G) 所 给 出 的 左 <G- m. 
гл 4- FS, ED A-XUR. ийла кые 
81.08) 视 为 4GL,CA)-EE, 证 明 — 
| ->07 H(GL.(A), gl, (E) = ЕДЕ, 41. 
ВЮ, ИШЕ 
Tr; gl.(E) — ЕДЕ, 4]. : 
可 诱导 出 同 构 | 

H.(GL,( A), gl (4)) > H,(GL,( A), AJLA, AT). 

З.Ш E4Q) € gl.CE) AEE, H i 行 i 列 元 素 为 +, MEE 
元 素 都 为 零 。 “> eple) 1 БЕ, (х). 证 明 下 列 关 系 式 ( 其 中 
ex E = eE} | xe ov 

eala) * Ен (ж) = Eg (х), эё jb i, 
е(а)Е (х) = É, (z) + Еак), £i, 
ei(a)* Е, (ж) = E ,,(z) — E, (xa), 5 j, 
e;;( a) ж Е (x) == Е (е) + E, (ax) t Е (xa) 


n2 == E; (aza). | 


4 gHCE) 0881 Tr:gl(E) -> Е/[Е, 4] HR. ПЕВ w > 3 
Bf, нос), аһ (E)) 一 0。 其 中 GLA) 在 gl:(E) 上 的 
` fE j ЗЕ ER. - 

- 4. НЩ” 为 偶数 时 ,HCa(4) = Ап m HC, 
= 0, L 

5. 设 4 为 增产 的 < «ВЭ, А 一 Ker(e)。- 定义 4 的 规范 化 
Hochschild ЭЖ 7%(4) 5 


ZIUA) 一 ADAM. 


证 明 2504) 5 Z,(A) ЯЪНЕ. HH,(2) EHA? 
6. 设 4 一刀 X] 为 一 个 变 元 的 多 项 式 代 数 s; cns, af 
. 34. 


(XD) = (0) 给 出 了 a 的 一 个 增 广 、 适当 选取 4 的 :二 саш | 
解 ， 证 明 


<“, n0,l, 


设 BB 一 LXI OC 为 外 代数 (oe 表示 OX 生成 的 理 
想 )。 证 明 对 任意 £20, 都 有 H.( B; 2) = <. 
7. 2 ЮЦ BLAU AR A ФЕ ЭЕ ОЕ. | 
D — (X, POX)DAP € «EX Y. 
其 中 乘积 为 算 子 的 复合 .证 明 2 HD5 X (二 乘 以 X) 生成， 
Я XD — DX =1, it Ос, 证 明 HH,(22) = 0, 31552, 
НЫХ) = 4. НН. 000) 是 什么 ? 
8. 证 明 (4.13) 中 的 关系 式 。 其 中 间 构 为 
p:V@ V*— T, qg(wGQw')(x) = vw* (x), 
$;:V*@rV > A, bow) = w*(v). 
ЕНУ АМЕ: Ф At — y x At, shuk 
射 为 (参考 (2.1)). 
8'==4 X АК АХ, ¿w 1 
gi = id X at At — АК, ¿= 0,0 —1, 
TAT — At, 
т( Z, oste- 一 《eol 
给 定 循环 集 Z., 定 义 其 实现 为 
2411 = СП 4% x 2,)/—. 
这 里 的 等 价 关 系 由 于 列 关系 生成 ， 


(58,2) ~ (6,8;z), 

(о'8,х) ~ (0,sz), 

(т“Ө,к) ~ (grhz)。 | 
ЕВА S 在 At 上 的 自然 作用 诱导 出 它 在 ZI 上 的 一 个 作用 . 
可 以 证 明 12.1 一 Ш, ZI 的 定义 见 $ 2 习题 1. 
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10. 设 G 为 有 单位 元 的 结合 的 拓扑 半 群 。 ELERE 
2: 5 为 XE wi 
Z(G) = G, . 0 | 
(oo 
4.05577 в) ҮТ Cool de) ^ 
PC Js 5g.) 一 = (в з 81 вы»: Ë э s I 
tns `` Di = “(а.а ait A 2. ; Е | 55 
证 明 102. CO = ~ Maps, BG), 即 BG 的 半路 空间 (参考 $2 
382). | 


—— 向量 从 与 主 从- зз 
ст АН ЧЕРИ (в, poB, АРУ, 其 中 ， 
Е, В, F 是 拓扑 空间 ,: p: — 8; 为 映射 ， вал 
ËF: 对 每 个 i€ B FERR D, НИЕ. 
(5. 1) BU, X F -> ри), 使 得 кору = p, 

y: 我 们 称 ын н, F s 通常 记 为 Fk 
Н в, 2 E 

A si 设 CP э ЖЕНЕ НЕ, HOUR C Su me 
BER. 过 (mon) 的 直线 记 为 [zo z], WPR 1eC 一 (0%, 
Ж [Eso zI = Lits iul. 989135, 2 z, = 0; А x = ša, 8 
iuinlegnzn Rit, = Cu tto, ips NN 

存在 一 个 从 (5.5. 5), Жр SCC хаё. к, 
npe Luis Жарыган (s. D. 事实 上 

ЖЕЗ bu Uni Ў gt ge 

О == Un жа] js = 0} = С, 
Ui = [аа 2 01 = C. 
Pei &:С x Sp "(Uus ELX 
h(u,60) = (8,8u)/ |(8, ди), «eC | 

жа ЖАН CX S — у (UG). "RAT STD a e й 
线 : n =s ni, HP. S 上 上 定义 美 似 的 从: : 


EMT DT з. 
a 
$2 ЕЯ " 
这 些 从 称 沟 Норі А, idt sro Chorus uon 
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ЖЕ 及 每 个 纤维 pU) 都 是 向 全 空间 、 且 上 映射 在 每 个 纤 
ААТА, ШОХ АЖ ШЖ А. 向量 从 通常 用 一 个 字 
Rk E= (Е,р,В,У) 表示 .上 的 维 数 称 为 $ 的 维 数 , 记 为 dime, 
纤维 р(х) dp n. ЖЫ R, CR 旦 ,向 量 丛 分别 叫做 
实 向 全 类 ， 复 向 量 从 和 由 元 数 向 量 从 . 
^ ГЕ, B, F ARR HE, P 为 光滑 映射 、 EGDE® 
FE А УАК, MAARE АА. | 

向 量 从 E 的 一 атын жаі 

9. di В — Е, ; 
满足 条 件 ， por 一 id。 .用 ГОР) cm £ 的 截面 全 体 . W^. rE) 
ЖЭИЕ СВ) ERIR. 对 光滑 向 量 从 Е. MIE) 
或 00) 表示 其 光滑 截面 全 体 . CE CCB) = OB) 上 的 
H. 
| "кы КЖЕ PUT R. ЕЙ ОЕ М О, 记 为 TM. € 
在 点 x € M 处 的 纤维 T.M 是 5 点 的 转向 量 全 体 构成 的 向 量 空 
闻 。 切 从 是 光滑 向 量 从 。 . 

两 个 从 (Е,р,В,Е) 和 (E',p', В’, F’) 2$ fr BE Ta tF AE) j 
A 和 #,( ACIES, SER ELTON ПИЕ), 使 得 了 移交 换 : 


一 

"ыл 

В B 
ААМ; ASAR Á 在 每 个 纤维 上 部 是 线性 同 构 . 车 一 个 从 
等 价 于 乘积 从 (В X F,proi, B,F), КЕЗЕ RA. 

给 定 同一 底 空间 в 上 的 两 个 从 和 wn， 可 构造 它们 的 直 和 
四 ?7。 其 全 空间 由 二 与 3 的 全 空间 在 每 个 纤维 上 作 直 和 而 得 : 
(5.3) ЕСЕ») 一 ((s,z)€ EG X EGD pO) = Раб) J. 
BRE 

ГСК з) = rT). 
给 定 从 (E.P, В.Е) 和 映射 j: B — Б, Fj Eq в Ë BS 
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拉 回 从 《puli-back bundle) HLE, pB, F) m (Е,р,В,Е), di 
E = MCE) = ileb) EE X BIP = (Oy, 
pte ,0) = b, 
其 纤维 F — F. E BCB, 则 用 记号 (E,p,B.F)l, 来 代替 
ICE p B .F ). 
ER 5.4. 监 空间 上 任何 ( 光 清 ?向 量 从 三 都 存在 补 从 л. Ж 
š лм А. 
证。 由 于 底 空间 有 是 紧 的 ， 所 以 存在 五 的 有 限 币 盖 IU. t. 
使 得 Elo, AERA. X hi: Ely — U, X R* 为 等 价 映射 . 
H ipt 冯 这 个 覆盖 的 ( 光 消 ) 单 位 分 解 . 也 就 是 说 ， P qi: 
+ 10,11, ИЗ. 
сЇаъџге{ x € Blei) э“ осо, 
2.7 gpi) —1,Vx€ В, 
EEEH 
HEE) > B x R”, 


Н(и) = | pn), SS фири) - pro (Ab) \ 
ЕЕ SIEHE. (cie Sd EE авая, НЕЕ 8 
ЛЯ B XR” rh, ЕЛ B x R"” 的 -一 个 于 从 ， 给 R. 
赋予 通常 的 内 积 ， 定 义 

E(m) = {(Ф„е)\» 1 H(p (55). | 

容易 看 出 , п 是 一 个 向 量 丛 ,并且 r= BOX Ке", dg E 是 光 
HAMN %， 可 取 为 光滑 函数 .这 时 49 也 是 光滑 从 . 8 

Ж 5.5. 若 < 为 向 量 从 , 则 E 是 СВ) 上 的 投射 模 .在 
ЕБЕР, О) 是 ССВ) 上 的 投射 模 . 

E. PAA g; T) 是 秩 为 dimt 的 C'CB) 自由 模 , 由 
于 自由 模 的 直 和 因子 是 投射 模 . 由 (5.4), 即 得 (5.5)。 荐 

向 量 业 的 截面 推广 了 ( 床 空 间 上 ) 向 量 值 函 数 这 一 概念 。 给 定 
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HES SARIAK TS E AREA PEO. Ë 
使 我 们 能 够 把 rE 等 同 于 Р(Е) 上 某 些 函数 构成 的 党 合 。 在 作 
这 一 构造 之 前 ;我 们 先 甘 顾 一 下 群 作 肌 的 用 个 一 般 竹 概念 。 

W G 为 李 群 ， 就 是 说 , G 即 是 群 又 是 光滑 流 形 ,并 且 群 运算 是 
光滑 上 胸 射 ; GL.OR) 的 闭 子 群 《 即 帮 为 折 困 空间 是 凯 子 空间 的 予 
PORER. Alin, r 阶 正 交 矩阵 үң, 、 辛 矩阵 全 体 都 梅 成 
李 群 ,分 别称 为 正 妆 考 , 丁 群 和 辛 群 , 记 为 .0D。 U. 和 SB 

O,CGL,(R), U,CGL,(C), Sp,CGL,(H).: 

ËR GEX КАСЕН Ga); ие 
н, BUEX G> G NH, 使 得 ^ 
P aet (xz, 1) = x, (x, z, g.) => ОЛУУ, ЕЧ : 
| 对 任意 = ç € x É 886 G pu Lnd TERIS » id p(x,8) = 

x g. SEHR 

类 似 地 ， 也 可 定义 左 作用 din 3445088, | Bl ale y)= aC. 
£7) 就 定义 了 一 个 左 作 用 。 群 作用 之 问 的 一 个 С-В IX. 
Y 是 捐 员 为 连续 映射 ， 并 且 对 任意 z€ X, g€G, -都 有 T(x,8) 
= (x) - gi | 

有 几 种 特殊 的 群 作用 : XOERHEISR Хх Ж 8 906, He 
HIEN. 线性 群 作用 是 指 X 为 向 量 空间 ， R eag): X— X 
AMgA E c G 都 是 线性 映射 线性 赂 作用 也 称 为 群 的 表示 ， | 

І 以 下 是 与 群 作用 有 关 的 几 个 通用 的 概念 : 


O x АЮНА G. ге бк а= к]. 
oo; Gi) x 的 轨道 sc G= {хс gige С], ` E 
eun bred 26 пеи – ен аа 
Giv) 自由 作用 : Ge ADS УхєХ,. So 
(у) Ка ХЕ е {хє Хк се х, ve e G). 


CD 传递 作用 : С ж йд, сз 
coii Pie md. 02 ms 
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мух ЕТАР РЕЗЕ АЈ: Cr 一 С.Ж 
AARRE, ИР ОХЬ а: С/С, as СА 一 
z £), 

ЖХ 5.6. — k G- 从 是 指 一 个 群 作用 (Pa 使 得 投身 
к:Р-»Р/С 在 下 面 的 意义 下 是 平凡 的 : 对 每 点 z€ P/G,. 都 有 一 
PR U, K G-A (U, >U, x G, 

向 量 从 总 看 在 截面 ， тд аянар тано, 
就 是 一 个 截面 , 它 叫 做 零 截 面 。 主 从 一 般 不 存在 截面 ,. 实际 上 , 若 
ғ; ОАЕ .为 一 截面 ， 则 存在 G- 映 身 
O ДРС XPP, 4(b,z) = (b) - z 
š 是 连续 的 双 射 ， 因而 在 一 定 的 紧 性 条 件 下 就 是 G- ий. 


给 定 主 G- 从 PEB 及 G 的 表示 了 (BD V AAE, ГЕ 
在 V 上 有 左 线性 作用 ), 我 们 可 以 构 洁 8 上 的 向 量 从 
(5.7) V —P x s>B, : 
它 称 为 P 的 配 从 .其 中 PxoV — P x V/G, G 在 P x 上 的 
作用 为 
| (p.v) - ness 8,270). 

反之 ,给 定向 量 从 之 后 ,我 们 也 可 以 构造 一 个 主 从 ， 它 称 为 这 
TEXAS b £— (E,p,B.R-) 为 向 量 从 . 6. 
(5.38). P(E) 一 {1(6,e)1be В,е: Е" — a7 (5) XAAR 
GL.(R) 在 PG) 上 的 作用 为 

FE (5,e) - А = (b, eo), A€ GL, С). TS 
在 第 一 一 个 因子 上 的 投射 使 PC5)/GL。 CR) 等 网 于 В, (PC), 
proj, B,GL,(R)) 是 B 上 的 主 GL.(R)- 从 ， 显 然 , 当 把 Rs AR 
GL,(R) 的 表示 时 ,有 . | | 

26467 P) >x aee 

这 样 我 们 就 证 明了 

XH 5.97 在 эзиш Ж GL, 1 n 
ACIER OR, cer А 


” 4$ * 


娄 似 的 结论 对 复 闪 与 四 元 数 从 也 成 立 . E uu 
# V 5W FE cid Жене FENAN 
新 的 表示 ; 


(i) VOW. g- (v.w) = (ge v.g ` w), 

Gi) VOW” g- (00000) = ge@ ge D — Dr) 

(Gi) A'V, g- WA Ли) ma m Noo Nai, 
(v) Hon(V,W), (zepo) —2-q(g*-v), 
(v) V*. Ce pr) = p~. о). 


其 中 , (v) 是 Gv) © W = R NARRE, 群 在 R 上 的 
作用 为 平凡 作用 . 
根据 (5.9), 我 们 可 以 对 向 景 从 作 类 似 的 构造 . жь, ж 
E= P x V, n= P x AW, 
则 令 | 


Gi) «Bu Рх (Уф), 
3 (i) EDn =P x «(VW ). 
(5.10) Gü) ЛЕ — P XGA). 
(iv) Hom(£,2) = P x ;Hom(V ,W). 
(v) &* = ^ x ¿V*. 

以 上 构造 可 以 用 来 重新 定义 53 O89 k Brie SR, RITA 
(511) QM — IT(CA*CT X M)). @ (M) = P (TM). 
其 中 TM 为 M 的 切 从 ，T*M НВА, ЖИА. 

给 定向 量 从 £= PUE) x R" (G 一 GL.(R)) ,可 将 其 截面 空 
ORS G- 映 射 构成 的 空间 Map PC) R) 作 一 比较 。 G6- 映射 是 
指 映射 Ф:Р 一 R° ,满足 

ple- g) = g`- pip) 
GREBA g^ 是 为 了 把 R 变 成 右 G- 空 间 }. 
命题 5.12. r°) = Mapt (PE), R) E 
证 . 给 定 sEm, 定义 LPE 一 R 为 iG. Se) 
GG). 反之， 可 把 G-A pe) >R, рај T LI 


`+ f$ ç 


s€ TTE): куер e)). HT p E G-H, 这 个 定义 与 * 的 
ERER. F- | . 

我 们 回 到 引 理 3.15 rH ag" SE de VE RT. 在 [S] 中 R. Swan 证 
明了 紧 空 间 B 上 向 量 从 范畴 与 有 限 生成 CB) BO EG ME RES 
价 的 。 同 样 的 推理 对 光滑 情形 也 成 立 ( 把 “向 量 从 ” 换 成 光滑 向 量 
MAU. CB) 换 成 C (5))。 等 价 关系 是 由 “截面 浮子 ”5 一 
г) 给 出 的 (在 光滑 情形, — QE) == T"(£)). Swan 定理 的 关 
键 部 分 是 

定理 5.13. 对 B 上 光滑 向 量 从 5 与 s. (ETE TRIER. 


0°. HOM(£,3)— » Horno (OE), Pe 


Hh, HOME n) 是 由 全 体 从 5 到， 的 从 映射 构成 的 向 量 空间 . 
类 似 定理 对 紧 空 间 上 连续 向 量 从 也 成 立 . 

证 .我 们 概述 一 下 证 明 的 主要 步 坚 ,把 细节 留 给 读者 . 

(1) 对 每 个 开 集 USB, reU 及 52G(5o)， 麻 在 截 醒 
ге ОЕ), EBE х BEA £ = ; (Ф Су) = v -sy)， 
HF e 29 — В, XE x 的 基 邻 域 由 为 1, 在 口 之 外 为 零 ). 

(2) 给 定 rE B, FERE 5,7. € Q (E£), fip x Bg 
邻 域 中 的 任意 点 y; е Су), ае, у) 都 构成 b 的 一 组 基 (5, 为 
TARRE. 

(3) Æ fag € HOMCE,3), WE QC) = ig) ABD і ~ 
2. | 

(4) 设 +€ Q XE) 在 点 zx 为 零 . 则 存在 截 而 6. s Í € QUO 
及 函数 a,- ,ear E OCOY, 使 得 ; == Хан, ЖАХ 1, 08 
а(х) 一 0【《 先 取 а, s, € QE) ERE O EUER a. 
e, 4. ФОС = — Уап, 取 ac Q'UB) (i dE x ВА 
为 1 在 点 * 为 零 . ШН ; = as + Eas) 

. (5) & Q (B) CEO B) 为 在 x 点 取 零 值 的 函数 全 体 . 则 
Q'(CE)/91(B)Q9'(£) e e. (5， 为 所在 * 点 的 纤维 )。 
(6) HALLAR TREERE, B 


d 


‚Шш (5.4) "Ig, O (£) 总 是 一 个 Q'B) HB, .事实 上 ， 
Q'(£@n) 一 DEOS 而 对 了 于“ STORM EU Nan) =ч 
EU). HE pibe ' 

dnas ipsa потеза, 也 就 是 说 ， sr 
的 同 构 : a f i Da 

EEn) = PED), ` | Wee 

PED = OE) mune). 7 
(514) PLAE) е ЛЕУ, с 

2'CHom( ,7)) e Homos (OLE), (э) )» e 

x REA LB ERN RR : 
emet. Pa — 在 £, X z, — 8, С 

. EARS RL СЕА ЛА SAEPE, 

. UEBE EE SE ЗО ЙД У УНЕ ЯЕ ләә 都 是 平凡 的 - 

2. 设 HCGL,(R) 为 团子 群 。 车 维 向 量 从 具有 -P X ay 
PER, ШЕ ЖК НЕИН, 或 称 上 5 可 约 化 到 :Hs EET. 
Ља, 对 复 从 与 四 元 数 从 如 何 ? 

3. 设 .p:5 тэ 5 是 从 映射 , 它 在 底 空 间 上 诱 等 的 映射 是 恒 等 职 
WIE. pop = p, 证 明 Ker(p) 与 Ker(1.— p) = Imp 都 是 E. 
的 子 从 .. 证 明 OX By 上 任意 有 限 生 成 投射 模 都 具有 ш) BE. 
Ai PEDE r ва, E 

‚ 4. 证 明 (5.14) 的 结果 。 аа Ч s 

5-HEHR: A : мазали) 一 Ae: 本 时 一 个 

2 OQA) л: WEW o B 
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( 逆 映 射 的 构造 方法 可 参考 $ 2 习题 4 中 映射 中 的 定义 )。 对 向 量 
从 证 明 同样 的 结果 . 

6. 如 果 A'E 是 平凡 从 , 则 # 维 向 量 从 5 称 为 是 可 定向 的 .证 
HE JA PU scd А C BHL RE MU" eb RR CS ДА) 是 可 定向 的 . 
对 给 定 度 最 和 定向 的 实 从 定义 水 算 子 (参考 $ 3 习题 1)。 
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(6 向 和 从 的 分 类 


给 定 紧 空间 B Еру п Аа Л 5， 可 找到 它 的 一 个 道 从 站 以 
及 同 构 £92 В x R^. 这样 ,5 的 每 个 纤维 可 以 看 成 R" 的 一 
^(- n 维 子 空间 ， 从 而 给 出 了 从 B 到 Grassmann 流 形 G.(R») 上 
的 一 个 映射 。 在 讨论 从 的 分 类 之 前 , 我 们 先 讨 论 G(R 及 其 相 
应 的 Stiefel # ЖЖ V.(R5), : 

R'** 中 线性 无 关 的 向 量 (e,，-*-.e,) 构成 的 一 个 有 序 集 喇 
做 一 个 п-н, 它 等 价 于 一 个 线性 单 射 Rt— RU. RE nabh 
架 的 集合 构成 R+ x ... x RH (s 个 因子 ) 的 开 子 集 ， 记 为 
V.(R*++4), ЖД КАШ T GL.(R) 在 它 上 面 的 作用 .定义 映 
" | 

q: У.К) — G,CR** 5), 

O EH (e. зе.) 对 应 到 Rett 中 由 е, coss е, SE XBS T [BJ], 
G.(R**i) 的 拓扑 定义 为 ?诱导 的 商 括 扑 。 

定理 6.1 (i) G.(R^**) 是 nk 维 光 请 紧 流 形 ， 

(i) (V.(R°t4),4q,G.(R**4)) 是 GL,(R) ЕМ. 

证 。 任 意 X € G(R) 都 有 一 邻 域 同 胚 于 Rt. EKE R 

X^ 为 垂直 于 X 的 维 子 空间 . 考 虚 X^ 的 补 空间 全 体 构 成 的 集 


& 


U —iY&€G,(R"?*)IY OQ X^ =< 0), 
给 定 Ye 也, 则 存在 一 个 线性 映射 
Tx(Y):X = X^, 
使 得 了 为 Tx(Y) 的 图 (graph). 有 反之 亦 然 。 A, Tx 给 出 了 
一 个 一 一 对 应 : | 
Tx;U — Hom(X,X^) = Hom(R^,R*) = R**, 
可 以 验证 ，Tx 是 同 暑 ,并 且 转 移 函 数 Tx T; 是 光滑 的 。 
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| 由 Gram-sebmidi 正 交 化 过 程 可 得 到 一 连续 喘 射 
c8 TW. y (Qe) — Ven, 
其 中 VIR 是 全 体 正 交 #- 标 架构 成 的 空间 。. CERRAH 
中 有 界 闭 集 ， 因此 是 紧 的 . 由 q(Va(Re+*)) -G Gu), Ар 
Grassmann MEERN. 我 们 禄 给 读者 证 明 G (Rs+rt) 是 Haus- 
dorff 2х8], (Hi) 的 证 明 也 留 给 读者 . Ë | 
P Ееее) 上 这 个 GL.(R)- 主 从 所 对 应 的 沿 景 从 ( 即 其 配 从 》 
称 为 分 类 从 或 万 有 从 , 记 为 TOL. 它 的 全 空间 是 | 
(62) ` EC, (R=*)} — V,(R***) x GL,CROR*, 
在 H EGAR) 处 的 纤维 等 于 请 本 身 ，， 
以 上 我 们 讨论 的 是 实 域 上 的 Grassman 流 形 。 ТЕШЕ 
四 元 数 体 上 有 类 似 的 构造 : sn GL OD 主 从 相对 应 的 是 下 
Mif) GLAC) EAM GLM EA: 
-(/(075),4,G (C78), GL.(C)), 
(И.Н), С. (Не) СТ. (HD). 
由 它们 可 得 到 复 分 类 从 与 元 分 类 从 、 它们 的 全 空间 分 别 是 
ElY, (C**5)) = 7 (Ct) x< oyot", | 
| E(v, Н" ")): = V (H't) X a, Br. 
在 „=! 的 将 殊 情形 ， 有 | 
`V T iE у: = n^ ett 40) 
(63). (Cm - Cn — t0]. 
(нч) = нн — (01, 
] 它们 对 应 的 Grassmann 流 形 是 = 维 射影 空间 ; 
Re (XEAHETSHD. 00 
Up ( 复 射影 空间 )， 
有 HP 【四 元 数 射影 空间 )， 
其 实 维 数 分 别 为 п, 2n 和 4л. S | 
-我 们 和 希望 把 (6.1) 扩充 到 k= co 的 情形 ， ижат 
СВ"). 
H BR 为 一 向 量 空间 , 它 的 元 素 是 无 穷 序列 хаух), 


+ ${ + 


其 中 除了 有 限 个 项 之 外 ， BUB RJ ду. 都 为 零 (x 为 实数 ). 
C153 R — R”, 它 把 (n, х) ROS (zi б» "i т 
这 样 ，R” 就 成 了 金 体 R ПЖ. ЗМИ, 有 
Y por (кәс. су, СВ"), 
TET EG, (вен)с -> -CG (Re SS 
并 集合 TN 与 GR”) Шамнан: 
o0 ОСС, СВ") JH => o Y G.(RF) 为 G CR E 


ж ум, 
ОСУ, v«R T X es o Y. (R) Ж BA E 
оа рү 
GR) LEDRA t. е п "t s 


(a BO) m VDO X ou yis Е 27 
Р CR“) 上 的 限制 即 为 nb oss м. 
设 vectË( B) юв езтне. ne 
fall — ОЛКУ), ie 
Jd B LESSE А IQ) CIL $52: | 
E(f*Gr gc 00,7) € В x EG. OK 一 POE 
di 64. ИСНЕ f, =, 诱导 同 构 从 j (т = ffr). 
证 . ABXI GAR”) 为 一 同 伦 ， 我 们 只 须 证 明 同 构 
类 UTQ.)) Eos БОЛОНИЯ (fm IC, 5), оона] 
Eb e rD — ЗЕНА. 0 
取 Р:В x 1— В 为 投射 . 对 固定 的 /考察 B x ! ERD 
M POD 与 PROD. 它们 在 B x 0) 上 是 同 构 的 。 这 个 同 
构 给 出 了 HemQ*(r), phffQ)) # B x (n 上 的 一 个 截面 . 
由 于 B 是 紧 的 ， 这 个 截面 可 扩充 到 B x G — е, + s) 上 (参考 
(5.13) 的 证 明 ), 因为 1so(5, 4) C Hom(E 2). 为 开 集 , 所 以 对 充分 
小 的 s, 这 个 扩充 是 同 构 . 因此 对 充分 靠近 的 „Ж UT (n1 
[£*Cr.)1. Е " 
R65. 在 证 明 中 我 们 没有 用 到 C.R) 的 任何 特性 . 上面 
的 论述 说 明 任意 两 个 同 伦 的 映射 请 导 的 从 总 是 同 构 的 ， 不 管 谷 空 
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HERA С.К"). e 
В таа АЯНА ДН sc x [o KR 
ПЕВ š 


di dS spen dh Е 

| Tm ж 

B. Leg (ку (om 

| ERIS AARTE. еВ — RA 
РЕЖ, f. iG. (RT) 一 G. GEN) 为 嵌入 ， 则 可 以 证 明 fwote 
与 inogt 是 同 伦 的 (参考 [M5,$5])。 令 N — са, 我 们 就 得 到 唯 
一 的 同 伦 类 [fe], fa B — G(R), CPE ft(w.) e E. 

显然 ,如 果 «sz. Ш il m ifle Aie (EI > Efel 定义 
了 一 个 映射 


Ф: ys [ B,G,CR?)]. | 本 
TERN [有 E> [#*(7,)1 BOXER SS, жалали | 
‚ 定理 6.6. PUO аы E 


ЖЕРЕ союл s s 
Vectf( B) 一 n Vect B) 
在 向 量 从 的 直 和 下 构成 半 群 : 


(&1 4- [n] 一 {EDn 

З 1а = B x {0} AEREE. са 

半 群 Vect*(B8) 不 满足 消去 律 : 由 o + c bcc 不 能 扒 
出 a 一 5。 例如 ,二 维 球面 S 的 切 从 TS 不 是 平凡 从 。 但 
(6.7) Тв’ == s сы ве’, | | | 
其 中 et 表示 n ESE R JA. "RS, S ER 中 的 法 从 是 平凡 的 
(因为 G.) > (хх) 定义 了 从 平凡 从 到 法 从 的 一 个 同 构 ). 一 
般 地 ,对 子 流 形 i: MN, EA 

(ТМ) = ТМФ м:.№), 

其 中 v(M;N) SCKM ZEN 中 的 法 从 67) 是 上 式 在 м 一 = ў, 
=R 时 的 特殊 情形 。 


在 GAR) 上 有 三 个 特殊 的 从 ， ПЕЛ НА rA 
vi CERD JXRUA TGR), 
命题 68- TG,(R'**) = Hom(r,,v2), Ë i 
这 个 命题 可 由 《6.1) 的 证 明 中 对 G,CR'**) ЖЕШ. 详 
细 证 明 留 给 读者 。 И 
推论 6.9. 射影 空间 RP* 的 切 从 满足 关系 式 
ТЕВР\@а! ж (k + 1)” = {th +- Ye 
AES RPR G(R), TW vr: — Rot X RE, RA 
HemCr n) 是 平凡 从 。 这 是 朵 为 ев падай 
z—id,. ЕН(6.8 унг 
тарф» = ТЕР Нот(т, „ү, ) 
MS = Homir в!) am (k + 15>*, 
而 由 Rieman HERBES] rnor 一 = TRAH DET (BE 
$5 习题 1). d | " 
EBR Месте В) 可 完备 化 而 得 到 Abel BÉ K^(B). 它 的 元 
素 是 形式 差 ll~ linh BA 15] — md 一 EE] 一 Lnd 成 立 当 
县 仅 当 让 在 1816 Уес®( B), 8 EDT] — LEG OLI. 
从 的 张 量 积 在 K"(B) EXTER: 


[8] - In! ~ ®nal. 
它 使 KRB) 成 为 一 个 具有 单位 元 [e P 的 环 。 PJEF,05.10) rpg 
: ЭШЕТ. 

(A: Mectt( B) — КАВ), 

I£ ]i—9 | AE]. 

我 们 要 把 V 扩张 到 KR(B)》 k, жИН 
4S) mm E RH D HE (Еу ++ € KPCB)LUT],. 
它 具 有 指数 性 质 : СНИМ 
(6.10) | іа ЕФ) = Lakid Са 
这 可 由 公式 
. 954 o 


АЕ) = DAREDA a) 


=? 

MU (MU 55 5188 5), 

映射 ¿ Т 
; д: (Vect (B) .十 ) — (KR(BD[[z11, - 7, 
同 态 的 像 包含 在 全 体 可 逆 的 震级 数 构成 的 群 中 。 由 Vecra( B) 构 
造 出 来 的 KR(B) 具有 ”个 明显 的 丝 质 (所 谓 的 还 性 )、 即 任何 从 
Vect^(B) 到 一 个 群 的 同 态 都 可 以 唯一 地 扩充 到 KB) L. A 
此 我 们 得 到 | 

u: КАВ) — К®(В)1111. 

定义 (o) 为 (а) 中 “项 的 系数 。 NP 

在 实用 上 往往 考虑 可 加 算 子 较为 方便 . 定义 


h(a) — dC a) — 12 (log (а). 
dt 


其 中 4) es)-—dim(a)€ Z. F didt 和 log ЖЕЕ} 
KR(B)[[:]] 上 形式 地 定义 的 ， | 

ER, pla tb) — pla) + ФС). AE ple) rh on 项 的 
系数 (о) 是 可 加 的 .从 而 定义 了 一 个 可 加 同 态 

fa KR( B) — KR(B). 

这 些 qr 称 为 Adams x. 

以 上 我 们 主要 讨论 实 向 恒 从 ， 是 所 有 的 宝 理 在 复 向 量 从 情形 
部 有 相应 的 定理 。 特 别 地 .GC™”) 是 Vect B 1 的 分 类 空间 ,上 且 
按 上 述 方式 可 以 完全 类 似 地 定义 КСВ). C K #4。 我 们 甚至 可 
以 定义 Ka(B)。 但 在 四 元 数 情形 ,我 们 对 乘积 要 客 外 小 心 。 因 为 
H 是 非 交换 的 ， 张 最 积 Oum ЖЕЕ H А, 所 以 乘积 应 该 定 
3X 

K"i( B)G@ KU( B ) — K*( B), 
在 文献 中 通常 采用 下 面 的 符号 
KOLB) = K' CB),KCB) = K-(B),KS,CB) = КИВ), 
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对 大群 更 详细 的 讨论 可 参考 [4]。 
习 ж 
1.4 i:M — N 为 包含 映射 证明 | 
d*TN = TMOYM; N), DS E 
Жїз vM; N) 为 тм 在 TN 的 某 一 度量 下 的 法 从 (参考 $5 A 
e i | Ha о S 
Z mem es ° E k Pase YEA hem 
3. 证 明 自 然 映 射 c: :VeetR( B) — к®(Вў 满足 下 面 ГГА 
对 任意 给 定 的 群 4 及 同 态 f; VeetR( B) — A, 存在 唯一 的 群 间 态 
j:KR(B) -> 4, 使 得 foc = 1. | 
4. 证 明 对 £ € Vect(B), 有 PIET) : == гв, 
5.34 B чуну и], 证明 Меси (В) = Z, ^ 
6. 用 定理 6.6 JERA: ENERO БЕТОН АНЫ ЯРАН 
ЖЕЛ. 
7. 正 交 群 . G = Oln + k)C G. +R) 可 作用 在 正 交 #- 标 架 
全 体 构成 的 Stiefel 流 形 VIQR) 上 : O. 
Ogles  ' e,)) 一 (ge ° ° ве). и 
证 明 这 是 个 传递 作用 . 证 明 迷 向 子 群 Ge sea) ос), т" 
H VERUS) ас Oln + Д)/ОС). 
8. 证 明 O(s + k) 在 GRO 上 的 作用 是 传递 的 .， 证 明 
在 R'CR"* QR R 为 G,CR'**) 中 的 点 ) 的 迷 向 子 群 为 . 


© TOC) X O) = (2$]4< об»), Be oG]. 
由 此 推出 EB GPL " 
2 GAR) = O(a + Ов) X О. 
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| 
t 


8 ж . 列 - 


мяно тА. ханатал 
的 代数 构造 。 О. 
， 我们 在 一 个 固定 的 基 环 . < 上 上 进行， iud 
SEE, Ca BRT gm. (filtration) SCHO e 
的 于 链 复 形 FC V ERR E 
СЕ, ССРС СЕ, „СС оед. ж: 
| m С», 的 证 手 结构 ;就 存在 一 个 伴随 的 取 阶 4% : 
Ез. | = Е Optel Е, Ске. аа ER 
ЗЕБИ н HAVE ХР TERANA — METAM 
(7.1) ! „Е HC, ). = а(н, (Е, Сс LH (C). 
WEERT MA SEAN | 
Зр Ер Н.С) = Е ‚Н, (CHP ‚ын, lC). 
当 * ERN, 它们 完全 决定 了 с, 的 司 调 群 : | 


EI нса). PE u (cO. 


ES MBE. Е} AHaCC4) 不 能 完全 确定 H«C) 这 时 还 存 
在 者 从 EU. н, бачка. С _ 
.我 们 引 人 下 面 的 记号 : 7 
93 gp ER,C, аже P, Cul rO, " u 
Bs. {Әх є РС, € ЖЕ миске» Тот [S 
XE, Zpue WE C, 的 第 p 个 滤 子 中 模 F, C, 为 闭 链 的 元 
素 全 体 ,而 Ву, 就 是 由 Fre Ca UEBER К. RIS 
(7.3) Е. 一 Z, (267.2. + BS) 
= (Zp + ЕС» KG, + ЕС). 
a ғ а= 1 时， 上 式 说 朋 | +з 
| e 


UNTERE. 


(74) Ete Н, (F,C,/F,3.C,) = H, (Et. Ca) 
Ж ré Zpue M) Ox E Zootr-is 县 ӘСЕ.) В.е 六 此 
微分 0 诱导 了 同 态 ， 
Ф: Ep, u > E, | qe 
着 对 每 个 4， 部 存在 n, no Ef 
(5) ЕС. = 0 Ур л, 
Е.С, = C. Ҹр2 тһ, 
则 称 滤 子 结构 F,C. 是 有 界 的 . 当 ow >l; m = n 时 . F.C, 
称 为 是 典型 有 界 的 . 在 这 种 情形 ,对 任意 给 定 的 p q FUE > 充 
Эх, 就 有 2 = 0. 
下 面 是 一 个 关键 的 引 理 ; 
引 理 7.6。 复合 映射 r- d=, ЕЕ (ps4), Ej ЖЖ 
TUSCE ЮНАН: ks 


d' d' 
B5 一 十 | ELS >E,- 9 +7 — = 


证 . 设 ze ,代表 [Lx] € ELQ Ж dix] = 0, WO 
Ox E-F pragt C x + Boe | : 
可 设 Ox-—y--5. di B' 的 定义 可 知 , 存在 x € PC 使 得 
Әх, — b, ЖИЛЕ E;, 中 有 le> x] — (z). 因此 可 设 加 一 
0. 因为 Əx€ Е, „С L 意味 着 re 2, AURET EV. 
中 一 个 元 素 。 | ы, 
最 后 , 若 [le Epes BÚ Ore Вә. 由 此 即 知 上 面 序列 
的 同调 群 与 E 同 构 . Ni 
SIR 7.2. 设 滤 子 结构 有 界 。 则 对 任意 р, 4, КЕ r 充分 
大 ,就 有 _ B Е 
Ез. = Е.Н. (Съ). 
证 .由 (7. 5), RÉ r 充分 大 , 就 有 
Z,a = KerðNF,C pies. 
‚ В TIMONE, C pree 


因此 


ХЕ 


Е == KerONF,/ImONF, + KerôN F,_,. 
男 一 方面 
P.H, (C,)= KerOf| F,C,,, /ImƏfYF,C +. 
因此 商 群 EL.HQ.(C.) 与 上 面 的 EL, ES. 8 
我 们 通常 把 这 些 群 Е,, 排列 在 一 个 坐标 系 中 ; 


(7.8) 


ХН АО АНЛЫ, EERME RP. ШИРИ 
为 基 度 数 ，9 RARER, Ре 称 为 全 度数 .一 般 用 
E; > H,,,(C.) 
来 表示 ER, 与 EV. H.(C.) AE. ЕРИНЕ СЕТ 507) Be 
ЖТ H,+,(C.). 
£A ЗЕТ КЕҤЕЖ C, 5 C... 以 及 一 个 保 请 子 结构 的 链 
映射 f: C I| 一 С 
则 存在 一 个 对 应 的 同 态 
Е'(}): Е,» BE',. 
引 理 7.9. ЗЕ РН FREI ЭЧЕ r EQ) 
都 是 同 构 , 则 fe: H,(C,) — H,( Ó.) ЊЕ. 
ak. ik E'(f) 为 同 构 , 则 ЕЧ) 也 是 同 构 。 由 (7.7) 可 知 
E selfa): E Hl Ca) жа Е°„Н.Сь) 
对 一 切 р, 4 都 是 同 构 。 考虑 交换 图 表 
0— F,_H.(C,)— F,H,(C,) — ES, , 0 
ii «its |е.) 
O — F, HC.) — FH.) > Ё... 0 


• $9 р 


жо АЯР ЕА. НААН FRA Э H 
归纳 法 。 设 左边 的 f. 为 同 构 ， 则 由 5- 引 理 28, 可 知 中 间 的 f. 也 
ЖЕН. 8 : 

我 们 所 要 讨论 的 谱 序 列 都 来 让 双 阶 复 形 。 ИРЕ Xe 
7,0) EE A ÉE [Х,„) KAS 0, Ө” 所 构成 的 。 其 中 

Ü':X, > X... 0:Х,.‚ Xp 
满足 关系 式 
(710) 0.0 = 0,Ə@ - 86” = 0,8 - 0" + Ə” - ә = 0, 
全 复 形 X, 定义 为 
(7.11) х.= Ух, 0-09, 
pgqus 


我 们 可 以 按 下 面 的 方式 把 双 阶 复 形 列 在 平面 上 ， 


1 { { 
>= X, uen = X vet = X |a ote. 
i E i 
ése A aon > Rp > Krant 
1 { { 
“et pt 
i | 


X, 有 了 两 个 靖子 结 构 , 即 


Е,Х, = BY OT) 
(7.12) B 
F;X. -— M X. pis ОЖ). 
i <a 
它们 对 应 的 分 阶 模 满 足 
ELE a Fax = y um "= Fa X ptal Fa К+, 


1) 这 是 一 个 在 代数 拓扑 中 常用 的 直 理 。 ATENA SL R SR W 8 £e М. J. 
Greenberg 和 J. Re Harper GR «Algeuraic topology A Ери 
Course» — {58 77 I5. 详 者 注 
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FH(7.4), 我 们 可 以 计算 出 它们 的 Et JH: 
Et, = H(X p), CHE 1 EIE ID, 
"E m H(X se) CE 2 БЕУ), 
引 理 7.14. 以 上 两 个 谱 序列 的 d 微分 分 别 由 下 面 两 个 式 子 
А; 


(7.13) 


0:H,(X,,,0) — HCX po 
O':HH,Q(X,,,,0) — H,CX 5,90). Ë 
下 面 我 们 讨论 两 个 重要 的 例子 、 第 一 个 例子 是 循环 同调 的 另 
一 种 定义 。 由 它 可 得 到 A. Cones 的 正 合 序列 [C], LLQ]. 第 
二 个 例子 给 出 Lerry-Serre ЕЯ]. 
在 $4 中 我 们 定义 了 А 的 循环 杠 结构 (或 称 Hochschild 复 
形 ) 
Z,CA); om pnm, A > ^ E d cud. 
其 中 Z.CA)— Alt, WR RA las eta) 表示 aee 
Ga, € 2.04), ДЗЮ 


blas, - `. a.) = Ума, вано" s G.) 


+ (—1)*(0,0,52., EET AD 
在 (4.3) 中 取 N = 4， 得 到 增 广 的 双 侧 杠 结构 Zx 一 В„(А, 
A,A), X Ë 
Z u eo pn a, dais did 0; 


其 微分 为 
ACTE `. z.) = S Cad yn бб зз "з 0,). 
i=0 


由 (4.3) 可 知 , 这 个 复 形 是 零 调 的 ， 
2 十 1 阶 循环 群 在 ACUÜ 上 有 个 作用 , 在 相差 一 个 符号 的 意 
义 下 相当 于 对 各 个 因子 作 轮 换 。 设 fe Z/(n + 1) 为 生成 元 、 则 


laas’ taan) m (—10)'(2,,055 ** 58,2). 


баз 


把 A449 与 (4.9) 中 所 给 的 Z/(n 十 1) 的 标准 分 解 作 张 量 积 , 得 
到 复 形 
дно, een 17 aee ixi ND део TE aea -— 0. 

«Еф N< 1+r+ г). HAWEA HIZ/O + 1), 
AC), 
考虑 双 阶 复 形 € v0: 
G4») с; : : : 

} 1 1 i 

Q <- AU д». N E АТ qu MOM 


ЖАМ. 


0 < Ао AD z Ao кем Ame. 


. |» |-* |; |- 
+ 
1 — £ 


04 A AA ioi 二 一 = < 一 
{ { | i 
0 0 0 0 


它 的 第 偶数 个 列 是 Zus(4)， 第 奇数 个 列 是 Z.(A) (微分 为 
一 乡 )， 读 者 可 以 验证 这 是 个 双 阶 复 形 。 即 
| Nb —b N = 0, b(1 ғ) —(1—:)5 —0, 
下 面 是 由 Tsygan [T] 与 Loday-Quillen [LO] ТАНАУ 4 的 
循环 同调 群 的 另 一 个 定义 。 它 并 不 要 求 QC4. — 
EX 7.16. (715) 中 的 全 复 形 ECA) 的 同调 群 称 为 4 的 
Ser. 
在 < 的 特征 为 零 时 。 我 们 对 局 期 局 调 给 出 了 两 种 定义 。 下 
丰 必 须 证 明 它 们 是 等 价 的 .由 (4.10) 可 知 ， 在 QC 时 ,有 
H (ZÍ n + 1:401) — 0 Ví > 0, | 
Н,(72/% 十 1; 4"+0) mei Artoj s= sz) At tD. 
用 (7.13) 的 记号 , 就 是 
“Eh, = 0, Vp> Q, 
"Eis -— AMT 2222 г) д+0, 


ы. 


62 * 


其 微分 “中 等 于 (4.13) 中 所 用 的 微分 ， 若 用 HC ,( A) 来 记 (4.16) 
中 定义 的 群 ， 则 

“Et, = HCQUA), “E, = 0,Vp > 0, 
HT “E: 项 全 部 集中 在 "底线 ”上 ,因此 “dr = 0, Vr > 1， 这 说 
ВН "EL,-— EF, 由 (7.7) 可 知 UM 
0, | Үр 0, 
| HC,CA), p — 0. 
因为 ELQH,4, — ЕН, ЕН, НЕНА, 
所 以 


Ej, H + „С А) ab | 


FH, „(К А) = 0, Vi < g, 
Е,Н,Ф„(А) = HC,( A). 

这 就 说 明 , 在 4 二 Q 的 情形 ,下 式 成 立 
(7.17) H,@,( A) = HC,( А). 
从 现在 开始 , 我 们 将 用 HCA) 表示 (7.16) 中 定义 的 循环 同调 
B. 并 且 除 了 特殊 说 明 外 , 一般 不 要 求 < 的 特征 为 零 . 

定理 7.18. (A. Connes) 对 任意 <4- 代 数 4， 都 有 正 合 序列 

НС) HC иу DE СИУ SiC AN he 

证 .用 2@,,,( A) 表示 由 (7.15) 的 前 黄 列 所 构成 的 双 阶 复 形 ， 
BI 

Do ДО, DV, KU, 00, = 0 Vp 1. 
可 以 看 出 , 商 复 形 2../0,. 同 构 于 Cans IB ТЖ РИШ F 
降 了 2。 特别 地 , 我 们 有 全 复 形 的 正 合 序列 

0— Z, CF — @, _, — 0, | 
它 对 应 的 同调 正 合 序列 就 具有 前 面 所 给 出 的 形式 。 实 际 上 ， 第 二 
z?) 2,,, 是 堆 调 的 ,因而 
н.) = HG us) 

СОХА Я (713) РЕЎ} 'Ey,, ЕН). HES H (@ Su) 
= HH,CA). Ë 

下 面 我 们 按 А. Dress 的 方式 介绍 纤维 从 的 Lerry-Serre 谱 
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№9]. 
给 定 连续 映射 x;E — В, Sin, (я) ШШЕ ЖЕЧИ 3189 
交换 图 表 


де» В 


所 构成 的 集合 ， 其 中 a 为 到 第 一 个 因子 的 投射 。 EE Р ЖАЙ, 
我 们 得 到 一 个 单纯 沁 Sinal) 它 的 面 算 子 和 进化 算 子 是 分 别 由 
A? 的 面 算 子 和 退化 算 子 诱 时 的 ， 沁 为 9; 5 s. 同样， 固定 4 
Жай, 我 们 得 到 另 一 个 单纯 乐 Seel), 算 子 记 为 Ө, 5 (AZ 
(2.1))。 这 两 种 结构 是 交换 的 。 也 就 是 这 这些 算 子 满 80 = 
66, Ө; = 4/0; 以 及 另外 两 个 类 似 的 关系 式 .我 们 称 Singel) 
为 双 单 纯 集 . 

设 S, (z) = 554,054) 是 以 Sinp,, (zx) 为 基底 的 4- EX, 这 
Ds RAE S... (z), WIA 


D: Spela) > S, (1), Ө = (—1)* $c Bia 


i.n 
97:8, (x) d S, ax) ,8" тт > (—1y87, 
з= 


我 们 下 面 将 证 明 , 第 一 个 谱 序 列 塌 缩 到 一 条 非 平 凡 直 线 (p 二 
0), ЗВ. 'EL, = H.,(E: 2). 因此 Ex, = Ex, 这 样 全 复 形 


”Sx(x) 的 同调 就 是 E 的 同调 : 


Н,(5„(т)) = Н,(Е;4), 
BARFA "ER. RÉHEX LES. E 0 79 AUREAS. ULFOSIPHE, 
Наз ТЕ) ЖЕН ЖОШО. N 

"Et == H,CB:H,(F:<)). 
Wak T 日 ,+s(E:4), 从 而 给 出 了 底 空 间 、 纤 维和 全 空间 的 阅 调 
群 之 间 的 一 个 重要 的 联系 。 


. Gt °. 


我 们 现在 作 一 些 详细 的 讨论 。 注意 到 Set) ЕНН 
空间 Mapan E) 的 奇异 复 形 的 子 复 形 : 
Spale) S, (MapCA^ ,E)). | 
单 形 де 是 可 缩 的 (例如 收缩 到 A = е, = (1,0,---,0)), Hii 
得 到 同 伦 
p: Map( A^, E) X I — Map(Ar,E), 
使 得 po 一 id， pU) = AA). (2.5), RTT SERM 
0S, (Map( A^ ,E))9S, (D) Sa Map( At, E) X Г) 


P s, (Мар(д?,Е)), 
BE 5„,(=)®5З„(1) 上 的 限制 仍 记 为 P: 
(7.19) Ф: 5„»(«)®5«(1) 一 Siu Qn). 
BEBE 1.20. S, Gr) RANEA JE 
Е? = 0 Vp>> 0, Bi = Н„(Е;4), 
3%. ШЕЙ} L° — АР, AP 一 А? 诱导 了 链 映 射 
0: S, (=) — Sx); B: Sogl) —> S, (x). 
HABEN a- 8 = id, 而 Boiss GO > Su GO) SBI TE S 
映射 ， 链 同 伦 为 
К(с) = PUD) se € S, (2). 
其 中 四 是 (7.19) 中 的 映射 ，ci:A: Г 为 恒 等 映射 。 因 此 
Н,(5„.«(«))®Н,(5,„(=)) = HC ,4); 
ЫЛ "Ej, = HC i4), Vp. 
计算 “E3,， 的 链 复 形 的 边缘 算 子 是 由 A 的 边缘 算 子 诱导 
的 ,这 给 出 了 复 形 
oe HUS) HO 4) H4) HS 4) — 0 
(参考 (7.14))，'E;,, 就 是 这 个 复 形 的 同调 群 . Ë 
ATHE Epo RIIE F HRD: 
Sin (x) = Il{Sioz() lv € sin (B)}, 
SinQ(«) = 146 Sin,,,(=)1|= °= v op.). 
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它 诱导 了 直 和 分 解 
S. (z) 一 S si). veSintB). 


我 们 来 讨论 Slr). 
Wi E— В 是 以 F 为 纤维 的 类 ,由 于 де 可 缩 ， 它 在 As 
上 的 拉 回 从 e*(E) BEERA. AEREA h — hlo): 
дех Ar (Е) 05-де ҳ F 


(7.21) ы [н ^ 


它 诱导 了 同 构 
Syl) — S, (F^). 


其 中 Ра” = Map(A*, Р), 由 于 S,CF22) ee Ss(F) (理由 间 


(7.19)), 可 知 存在 同 伦 等 价 
Hlo): 80) SaL F). 
这 样 我 们 就 证 明了 
引 理 1.22. 存在 闻 构 
"EMG = B Н,(Е:4) = 5,(В;Н,(Р,4)). Ë 


„Єє5^їп (Ж) 

《7.22) 中 的 同 构 依赖 于 从 等 价 50) 的 选择 . 因此 “到 不 一 
EE S,(B;H,(F;4)) 中 通常 的 微分 . 

(7.21) 中 Җә) 的 定义 一 般 相差 平凡 从 的 一 个 同 构 ， 而 这 样 
的 同 构 《在 同 伦 意义 下 ) 完全 由 它 在 一 个 纤维 AX F 上 的 限制 
MAE. hO) 的 随意 性 的 基本 原因 如 下 : 

Ж оо:1->В 为 8 中 一 条 道路 。 则 a*(E) Ег ERA. H 
此 它 等 价 于 Dx .选择 等 价 映 射 ,我 们 就 有 了 从 映射 


Ë ó 
Ix F—>g*(E)— E 


| i i 


一 a 
I á — .—-B 


+ 46 * 


id f, = 6ñG,—):F— E. WIE он = је w '(e(0)) 
=la) 显然 ， 这 个 同 构 的 同 伦 类 Les] 与 £ 的 选取 无 
关 . 但 如 果 了 是 从 ol(0) 到 о(1) 的 另 一 条 道路 。 则 [rs] 可 能 与 
іо]; с n S Su 
的 不 同 的 阅 构 ， 在 这 种 情形 “ 将 是 很 复杂 

x s ss л айн 
时 任意 两 条 端点 相同 的 道路 о 与 r 都 是 同 伦 的 ， 以 而 Lew] 一 
І. }. 选择 基点 be B, 及 一 个 固定 的 等 间 F = (5). 对 每 个 
x€ B8， 我 们 得 到 唯一 的 同 伦 等 价 Lou]: Qe) — Е, 因此 在 同 伦 
意义 下 唯一 地 确定 了 (7.21) 中 的 同 构 从 v)。 这 就 证 明了 下 面 的 引 

a usa е 

SES, ES s, 

QUE s SILIO) EROR | 

ERR, RA | 

Y38 7.24. Vb <: E — 8 是 以 下 为 纤维 的 从 , B 单 连通 ,出 存 


在 谱 序列 


Eh = H,(B;H,(F;4)) > H, (E;<). Ë 
定理 中 的 条 件 可 以 减弱 ,只 要 z: E — B 为 纤维 映射 即 可 . 关 
于 纤维 映射 和 纤维 空间 的 定义 可 参考 有 关 辣 伦 论 基 础 方 面 的 书 . 
从 要求 每 点 有 个 局 部 平凡 化 邻 域 ， 而 纤维 空间 只 要 求 有 一 个 在 同 
伦 等 价 意 义 下 的 局 部 平凡 化 邻 域 。 容 易 验证 ， 上 面 的 定理 对 纤维 
空间 也 是 成 立 的 ， 下 面 我 们 构造 一 个 纤维 空间 。 
ik f:Y X XU. X 为 连通 空间 .考虑 由 所 有 的 对 (y， 
g) 构 成 的 空间 ,其 中 уЄҮ, EX!。 它 有 子 空间 
PG) = {(у,е)1е(0) = {(у)}. 
显然 PCD. 同 伦 等 价 于 Y. 所 用 的 同 伦 就 是 把 每 条 道路 收缩 到 
ER AO) = (y,z,), 9 (ғ) = о((1 — 05). 
下 面 引 理 的 证 明 可 参考 [S]. 
8|3R 7.25. 映射 х;Р(])— Х,л(у,о)=о(1) 是 一 个 纤维 上 映 


“е $7 >» 


К Е S кше = 
РО) — X 在 一 点 = 的 纤维 通常 称 为 1 的 同 伦 纤 维 .注意 
[7.25) 的 一 个 特殊 情形 ， 邵 Y 为 一 点 zeX 的 情形 。 СРО) 
是 XX 中 以 名 :为 起 点 的 道路 构成 的 空间 、 记 为 PX; m) m PX. 
xPX 一 X 在 z€ X 点 的 纤维 为 所 有 从 z, 到 * 的 道路 .特别 地 ， 
xU) MP xs 点 的 闭路 空间 ， E ох, x) 或 ox. ыш 
Сава 7 | I R 
| | ох > PXŠX 
称 为 道路 空间 的 纤维 化 . 
”因为 PX 是 可 缩 的 ， 所 以 Hs(PX) 的 非 堆 部 分 集中 在 办 从 
E. Bib x 是 单 连通 空间 时 ,有 
推论 7.26. 存在 一 个 谱 序 列 , 使 得 
Е. = HXHQ(QXi4)), p>0, 420, 
Н. Ez — <, Ez, = 0, У(р,4) + (0,0). Ë | 


Lb rio Жез 为 复 形 Са) 的 收缩 映射 = з, 
E а). = s NEL ) жайт 
ñ сле t ‚В; Am дч „ый. ең s a кө. : 
Jen N 1, creber, ШЕННЕ ЖА. 
i В 0, В+ Bb 0. 
RUBUS ЗР %., +С): 
с Ya QU. e : ЕСЕ " ы 3 


xdi o. RE c d asus 


T | Е |: - ы 


"UT bie жоро Q Q ОИ 
|^ [^f eain uit Er 
de 0 wa E н а 
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其 中 S),.04) — АЧ, га EARR oT 
£88, (A) — Bp ADE lA) 
Кх) = <+ Ns) з Aa. ` 

. 证 明 f 诱导 了 金 复 形 的 链 了 映射 Fe: 89 Лу-= 40,€4). 

证 明 fa 6 O. ЫЕ Elie Вав. ваң. +, Ú 


iier sss, „умы: e K: 
| DENTATA. mu E m {Ма CD r 
Ej, HH NU à тг ы UE 
PERF HCA) 《用 上 一 题 结果 》.. ы: a 


ЖЕ. ази < s КИЗ AVR ATA 
ку ЙИ: = P ABRE a Ehe = Epe == НИДА), ov 
为 奇数 时 Ej m Бы, 0. 证 明 d^. ji ERSCBHIBESEB.. 

3. 设 4 为 增 广 代数 : 4m 4A ENRERE. Bilt) 
为 кем 

TED Cn = = “r. ‚ her Tul CA 
Chis E ppp L.C BY РУ ну 
证 明 HILA) 5:2.) 具有 相同 的 同调 群 ,. XAR 
调 群 为 5 
I ; HGA) =H, (4»„(4)).. 
ud Hc; X - Hc. (A)BHC.(4). м жойы, ЧЕН HC. CA) 
DERW (EI 一 1),b) 的 同调 群 。 0 

AE п> 1, 证 明 对 于 X: = n 维 球面 ) 的 情形 ， (7.26) 中 
алии | | 

五 be = Ehe | | 


HH ue ЕКЕ КРЕ ҮТҮ 
ds: Eto -> Ег, 


为 岗 构 ， 归 纳 地 证 明 
H (OS:: 2) = 0, # (p — 134, 
Hyp- lOS": 4) = 4, 


5.3 X жж, Н Н,(Х4+у=0, Vi «n. 证明 ` 
H(QX:<) 0, і <n], B 
H, (9X;4) = 4, 
^ HQX i4) = 0, ЕЕ РОУ id. 
6. 考虑 到 对 于 带 基 点 n 的 空间 X, RELELI 
| m (X:;x,) ==ял„(ОХ), ОХ = 0(Х,х,), 
其 中 x НВО УЕЛ ЖА. eumd. Ж ЖЕКЕН ДРА CI, 
Әг) — (X,x,) 的 同 伦 类 构成 的 。 Е 
类 似 地 ， 可 以 归纳 地 定义 т„(Х; х) - л. ON; x.) 其 中 x, | 
为 x 点 的 常 值 道路 。 当 #* > 1 时 ,这 是 个 交换 群 ， 旦 当 X 道 路 连 
ЖЮ, (Xn) 与 z, 的 选取 无 奖 ， 
GRAVES HOO = O07 ХУ, 001; 特别 地 , 若 n OX) 
为 交换 群 , 则 H (X) — n OO). X 为 单 连通 空间 当 且 仅 当 (X) 
= 0. 
用 习题 5 证 明 ,对 单 连通 空间 并 ,第 一 个 使 =(X) = 0 B i Ы 
第 一 个 使 H,CX) 9 0 WJ 相同, 且 对 这 个 s, СХ) m HX). 
7. 连通 空间 X 称 为 是 连通 的 ,车 对 任意 i 之 *, 都 有 OX) 
一 0. 映射 ЛУ — X 称 为 "连通 的 ， 若 其 同 伦 纤维 是 (n 一 1) 
连通 的 . E 
[Ep GB GE My Е Е В, ОВА КЕ 
合 序列 p 
con F — a E) on (В) rr (F) ome 
设 Х,У Ed. ERRA IY — X 为 连通 的 充 要 条 件 
m | 
fo: H,CY,Z) — Hi(X,2) 
对 i 二。 为 同 构 ， 对 i = n 为 满 射 (用 (7.25) 中 的 纤维 化 的 谱 序 
51). 


(8. de Rham 定理 


对 一 个 光 清流 形 M ,我 们 介绍 过 两 种 分 次 群 的 舍 合 , p 
上 同调 群 和 de Rham 上 同调 群 。 现在 我 们 已 有 了 足够 的 预备 知 
识 来 证 明 
Poe Hi (M) = HOM S В), 
这 就 是 著名 的 de Rham EM, | 

概括 地 说 ， 证明 很 简单 。 取 流 形 M 上 一 个 测 地 山 的 开 覆盖 
1 ， 两 个 函 子 都 共有 Meyer Vietoris 正 合 序列 ,所 以 它们 在 对 
上 的 值 可 由 它们 在 所 有 交 空 间 U, m О U, 上 的 值 来 表 
示 , 而 根据 (2.4) 和 (3.18), 有 _. 


(81) _ HY(U, = H*(U,,R) = 


(注意 交 空间 U。 仍 是 测 池 凸 的 )。 
oe 
JS. НМ) ә H* CM ;R), 
5- 引 理 的 大 最 论证 可 以 表明 s 是 同 构 。. 另 一 种 可 供 我 们 选择 
的 途径 基于 (3.1) CER НМ) 和 H*(M ; R) 都 可 由 覆盖 的 
“组 合 结构 "决定 。 这 里 并 不 涉及 积分 。 

我 们 从 详细 解说 覆盖 的 组 合 结构 来 人 手 、 并 且 定义 它 的 经 络 
(nerve), 设 H = {Uana 是 流 形 M 的 某 个 局 部 有 限 开 覆盖 . 
令 

NA {mo a) € AP IU, OU, зе 6]. p 2 0, 

O,(ao, - - * .np) 一 《ao c i а). 0 =<: =< р, 

ж(ооу-5*›в,) = (0o, уонус a) 0 < ; < p. 

于 是 我 们 得 到 一 个 单纯 集 , 记 做 Ми, оа Hu 的 经 络 . 

进一步 ， 我 们 来 定义 和 U 相对 的 单纯 字 闻 NU 对 o 一 


人 U, yE Ф, 
0, U, - Фф. 


m ӨР A ° ?1 ° 


оо, tsap) E N, iD U, = UN -NN Ua, 并 且 令 
NA = IL(U,|e € М}, 
ВАЖЕЛЯ 
à: U, — Uapi: па ЧА —U,. 
分 别 定义 为 面 算 子 和 退化 算 子 . IRER 一 个 U, nem 
ичитар . š 
ОЗЕЛЕП СҮ ТЕ. кшз tuo sb ранае e 
如 此 定义 的 单 绝 空间 可 视 为 波形 М 的 某 种 分 解 ， 29 ТИН 
л, ИЕНА z; E — M .以 及 它 的 拉 回 
Ех yE —1(e,e)€ E XE ele) = s(e,)); ` 
K E nh Жн ` 
СЕ, = E X Ех yr yE, (р ЛЕР) 
ва). Eleos" 4,2). zt (cote t), tt * ,£5), : 24 
Sileas- ttep) = (6o se 65? 7 ье). : 
从 形式 上 看 * 它 相当 于 $2, 习题 3 зазнала, 对 
M 上 已 经 取 定 的 覆盖 4 (U.) ,我 们 取 
Е = ||, ` "D : Wes 
в: E— М 显然 为 满 映 射 。 所 以 E, 一 NyU 00 0 
一 般 地 说 , 我 们 可 对 EE。 应 用 种 种 函 : 子 以 得 到 相应 的 代数 对 
fk. 例如 当 ` x: E — М 是 纤 继 映 射 时 ; ;实施 同 伦 群 函 子 就 感 得 
较为 自然 。 这 里 我 们 只 打算 详细 讨 裤 开 材 盖 的 情形 ， 并 分 别 施 以 
g 阶 微分 式 以 及 9 维 奇 蜡 上 链 的 反 变 函 子 : Q*(—) Я (一 ;和 人 
干 是 ,我 们 得 到 上 单 形 的 实 向 量 空 间 ，《 模 以 及 (通过 构造 面 算 子 
在 通常 意义 下 的 交错 和 而 产生 的 ) 上 链 复 形 ,让 9 ЖЕ, el 
双 阶 复 形 . 
海 了 避免 不 必要 地 重复 ， 记 号 .AU) 将 用 来 表示 :os(D) 
BE SU; “). ду 
(COM (Nn) = T14 “ nd € N). . 
m 2i ema (T Cd n EE t К 
LAGU PE 007 e. 


с 72 * 


具体 些 说 ， алж a € АСА) КАЖИ, (oi ev, MX 
任意 ac Nonll, (Sa), Ж Ojo 在 限制 映射 A* (Us, отаи ) 


下 的 象 。 
构造 双 阶 复 形 如 下 。 -- 
@з› AG = ауд), P 20,420. 


000 gom DEl, om (lad oo ` 
(严格 讲 这 并 不 是 $7 意义 下 的 双 阶 复 形 。 而 是 一 个 双 阶 上 复 形 . 
不 过 若 令 Apa SATTI, A T EERE E 
Ж). 

一 个 q 维 奇 异 单纯 形 э; As 一 M а И-Ж AE. (M-smaH) 
的 ,如 果 (А 包含 在 的 某 一 个 开 子 集 内 、 我 们 用 SUM 14) 
表示 所 有 1 -狭窄 的 4 维 奇 异 单 纯 形 生成 的 4- 子 模 , 则 在 奇异 同 
调 论 中 ,有 如 下 熟知 的 事实 (参见 [G] 或 [$1]). 

| 5[##84. БАЯ SIOM; Ба <) 是 一 ЕНЕН 
价 . s 

对 侦 地 看 ， 满 映射 S*(M;<)— SS(M i4) 也 是 一 个 上 链 旬 
形 的 链 同 伦 等 价 . ;  .，.- 

gI 8.5. танана 

G) 0 一 anyaya) Danya) 
Е | | 2... оц) 25 95 A 

ЕИ +— su. 25s (ма: 4) е аш, i4) 

Desc yas «) > 
.证 构造 收缩 链 同 伦 18 - à 
Kp: Q'(N,I) > Q*(N, AY 

如 下 : W {Pajac a E. M 上 一 笠 实 值 正明 数 ， 满足 


闭 包 (xe M «GO = 0}<0., Be.) 一 1, 对 ош) 


`. € d 


中 任意 元 素 орт {0% }, gE N ll, 定义 К ўе "СҮ 28 EA 
z Z$ > 


Ко) (X) = (~i) D palton) TENU. 


€ 4 
在 情形 p = 0， 则 令 
Ko(o)(*) 一 c Ур, (х)о, (ху € OM). 


由 于 уе, EET GE Kaka aa iE. NANI 
8'eK, + K, 68 = id, p 2 1, 
(*) &*oK, + Ko = id, 
Коов* == id, 

进而 得 到 序列 (1) 的 正 合 性 .至 于 序列 《ii》 ,证明 类 似 。 

对 每 一 个 -RERE a 维 单纯 形 +; ATO М, RUE 
а =al) € A I (ÇA?)CU,,,. SEX 

Ko: SNU) 一 S*CN 1.0, 
这 里 K le(s) 一 (一 1) ?em 其 中 EN n B час 
T 一 0, 则 令 | 
Ki e)(5) — canls). 

容易 验证 如 此 定义 的 К, 亦 满 足 关系 式 (*). É ° 

ik M 是 一 个 Riemann WÉ. 对 每 一 点 reM, MWEE 
个 测 地 凸 的 邻 域 U. .也 就 是 说 U 中 任意 两 点 都 可 以 用 唯一 的 、 
Xe^-BrT U 中 的 极 小 测 地 线 相连 千 

ik uU ERRER U 所 组 成 的 M БАНЕ, ДУ 
每 个 re N,n, U, 仍然 是 测 地 凸 的 。 更 进一步 说 ，U， 甚至 是 
0c T.U, 的 某 一 星 形 邻 域 在 指数 映射 下 的 同 胚 象 。 
59138 8.6. 15 H 是 M АНА. ШАНА. 则 
对 任意 r >01, FAARF ANES 

G) 0-» II R — O(N EON >- А 


rex, 
x , 3 "T 9 58" 
Gi) о> J «SyS N) 
те М» 


其 中 N, = мд, 


a 74 > 


证 。(8.6) 中 的 序列 是 如 下 序列 
0->к— 090.) U S, 
о» 4 — SU S $ QU) 
XT re N, WEAR. 根据 de Rham 引 理 (3.19) 和 (2.4), 这 两 
个 序列 正 合 。 直 积 保持 正 合 性 . M 
用 Cplu;<) 表示 单纯 集合 N.H 中 的 维 单纯 形 生成 的 4- 
HHE ô= Eila, RAIAR (C01 4), д}, 
考 坊 其 对 偶 .、 又 得 到 上 链 复 形 CHU, 4). С"; 4) 决定 的 同调 
Піс Неи). 
定理 8.7. 5 п 如 同 (8.6), 则 
Harl M ) = НОЦ: R), H'(M:<) = HU: 4). 
证 。 这 两 个 断言 都 可 以 从 (8.3) 定 义 双 阶 复 形 得 出 。 对 4*— 
©* ,相应 于 (7.13) 的 两 个 谱 序列 分 别 具 有 Е, ЛД 
не (м), grao PESO. 


(根据 8.6(1)). 


в" [^ # q> 0 


H*(u;R), # 7 = 0 
这 两 个 谱 序 列 的 微分 都 平凡 。 因 此 有 
'EM = H"( ÁA*) = "EI, 
这 样 我 们 证 实 了 定理 中 的 第 一 个 同 构 。 根 据 8.5(ii) 和 8.6011), 
可 以 完全 类 似 地 证 明 第 二 个 同 构 , 上 
实际 上 , (8.7) 给 出 的 两 个 加 性 同 构 甚 至 是 环 同 构 。 为 了 说 明 
这 一 点 , 需要 在 _ rt = S*, J" == 2*” 这 两 种 情形 对 应 的 双 阶 
RUE .exr** 中 引 人 乘法 结构 。 为 此 我 们 只 做 概略 描述 ， 细 节 留 
给 读者 ， 
ад N, 是 任意 一 个 单纯 集 ，C。(N,;*) 是 相应 的 链 复 形 , 满 
E CNet) = @4. 在 42， 习题 4 中 我 们 讨论 这 Alexander 


Whitney SM 


e 25 e 


4; CN, ма, Se см, шс, (N,; 4), 

Q0 Prts 

EE (7,8) є N, х N. ®% m 
| AE 000 

Xd 622. SÜ. 122-20. 是 反复 作用 最 后 一 个 面 算 子 ， 
而 Bre = 2...8, 则 是 反复 作用 第 一 个 弄 算 子 . 将 4 复合 于 
对 第 映射 “ЙАН — 
| (ha) oA CNss 4) > >. CN осн). 


pigan 


利用 这 个 映射 可 对 (8. жижа, Ж гє € Naa, EA 
OA 


GER „з 


U, — Uan, fe: U, — Да, | 

对 we; Me a E PNAD — | 

(exo). 一 GORDA (о | 
х X Y 3E х 
а" (м,м)®д'Су D — Qr" (y, D. 
对 于 SMCN4U), 也 有 类 似 的 乘积 、 

利用 公式 (8.8) 也 可 以 定义 乘积 

Cu; #)@С' (иц; xp cas I 

容易 验证 在 上 述 乘积 下 


c*ai; 4): сч; ¿2 ciu, ©, Ed 


8.6 8.5 
c*a; mE? 9o *(N ar? > 


a*(M), 


是 积 作 映射 这 样 我 们 证 明了 
Mu 8.9， 存 在 环 同 构 
НМУ) = H*(M ;R). Ë | 
” ГЕ DUE JE HM) 和 H*(M; R) 之 阅 的 另 一 种 更 
为 具体 的 同 构 ， 它 可 以 通过 对 于 微分 施行 积分 而 构造 如 下 .。 C 
用 Sin? ^( M) CSin,(M) жле Кар ЗАР зр ATUM. 


= 7h ~ 


所 成 予 集 ; 它 生成 链 复 形 SQECM ; 4) 以 及 上 链 复 形 заи; 4). 
引 理 8.10. Н (М;#) = H*'CMi4), i 
AES 流 形 之 阳光 滑 同 伦 的 映射 诱导 STU m 
t STATS U NRTA, E arn U TRE gh], SHU; с) Ж 
几 双 阶 复 形 C$ Sia CN MS <) 可 断定 ` Š эё š 
НАМ; ж) = НЄ; 4); 
bk n м ное, ПЕЕ (8.2). зова 
x. 
给 定 一 个 光滑 的 4 —T— s: A! м e: M (i^i 
ga ud od s 上 求 积 分 
OS ТЕ I 


СЕЕ 

F: OUM) — Shil M: RY. : 
根据 Stokes 定理 ，.Y 是 一 个 上 链 复 形 之 向 的 链 映 射 ,从 而 诱导 
А 
. (8.11) S: НСМ) — HB&a(M SR) = H?(M ;R). 
上 述 双 阶 复 形 的 方法 可 以 证 明 í 是 同 构 ， 或 者 更 简单 些 ‚ AH 
一 系列 5- 引 建 的 讨论 对 M кшй ый, 事实 上 ， 
ЗЯ Ит Фи. . 


У Е 
1. 设 5 是 M 上 的 向 量 从 ， u= ш 是 м ЭРЕ, 
使 得 对 一 切 а, EIU. 平凡 . BAR 4 £|U, — U, x R* 并 定 


Х%&% Б 
Bea: UNU, — GL, (к) 
满足 haoh (T, t) (x gs (xv). 8 up at 
-在 交 空 间 U, n U, YU. 上 验证 上 闭 链 条 件 ( S yal ойноп, 
Bot Bor 一 gu:。 反 之 ,对 给 定 的 一 焦 满 足 上 闭 链 条 作 的 函数 {шш}, 


构造 M 上 士 的 ,以 尺 gn 上 为 转移 函数 集 的 向 景 丛 。 
"Л * 


ШЕШЕ, {5} 是 二 的 另 一 乌 局 部 平凡 化 。 证 明 存 在 肌 对 
fas: U. GL,(R)), (848. 14) 决定 的 转移 函数 具有 形式 
gw 一 4 .go МЧ 是 GL-(R) WRS). EER Gu] 
是 转移 函数 侯 {gos} 和 (n) 之 间 的 一 个 等 价 . 
证 明 流 形 M 上 的 两 个 向 量 丛 等 价 ， 当 且 仅 当 它们 决定 的 转 
移 函 数 集 之 间 存 在 一 个 等 价 . 
2. 设 0: C— (01 — R 是 逆 时 针 方 向 的 幅 角 函数 〈 多 值 函 


B0. 证明 {49 — 2x. Lao 称 为 角 微 分 式 。 


设 工 是 流 形 M БАЯНА, u= [U 是 M 的 一 个 开 覆 
ж. 满足 工 17。 兰 已 。x C, 在 L 上 规定 一 度量 并 取 等 距 平 凡 化 
LU, >U, х C, 相应 的 转移 昭 数 记 做 gu: UaN U, >S. 令 
Pas 一 Bogs,. 
证 明 微 分 式 [doy € ОСМ) 在 (8.5) 正 合 序列 а) 中 4- 
闭 ， 从 而 存在 (Er) E oNu) 使 得 


1 


y “Фе -8'1£5] — bs — Es. 


证 明 (45,] € PNU) 决定 M 上 一 个 二 次 闭 形 式 e， 它 对 
应 的 上 同调 类 和 (£p 以 及 等 距 414 的 取 法 无 关 , 记 做 (L) ° 
Є Harl M ). " 

WE BH; L. Ё R, LR e( L) = 0. 

证 上 明 ¿(L) "ТЫ О py K Oo 29 


е) 一 = >, di prd log gv.) 
7 r 


其 中 {pr? 是 从 属于 覆盖 u 一 {Uy} 的 单位 分 解 ， 
3. 保留 习题 2° 的 记号 。 设 ж: L — M АБЕ, L Æ 
上 关于 零 截 面 的 余 空间 。 定义 
9, = 8o(Pr,k.) € Q% Lo|U,), 


ГЕ 


证 明 [2 ao, 一 Ја лж фе QA) DOE HAE 


(global angular form). 

B ee OM) 是 习题 2* 中 的 二 次 微分 式 ， 证 明 d — — 
s*(e). | | . 

4. 设 M 是 一 个 ( 非 紧 ) 流 形 。 用 0X(M)CO0*(M) 表示 在 
M 的 某 一 紧 子 集 之 外 为 零 的 微分 式 所 组 红 的 子 复 形 , 称 它 为 具有 
Жоу АУ de Rham 复 形 .相应 的 de Rham 同调 群 记 做 нм), 

”证 明 如 果 м 连通 且 非 紧 , 则 HM) 一 0。 

证 明 积分 F: ОСК) R 仅 在 输 当 微分 式 上 为 零 ， 并 县 话 
导 同 构 Hi(R) = R. 

利用 积分 (和 Stokes EAERI 

я; ОСМ X R)— OZ (M). 

WEBS в„; OFM) —> OCM) HA Elw) = eA e. Hp 

s = edt € QR) 是 积分 值 等 于 1 的 R 上 的 一 次 微分 式 。 


өз 
E 


9. Thom Е Eiler 3g © h 


o. ЖАИА, 本 节 基 环 恒 为 ， < = Z. 
o BEO ло) арен E 
йу H(B)gH: К", R" 一 -B- nen x R”, 
i | В xR — 0h ， 
-鉴于 H"(Re, К* 一 =z, 上 起 实际 上 给 出 HAB) 和 _ 
H'*"(BXR', B X (Ке — 0)) 
ZARR. 下面 我 们 将 把 这 一 看 法 整体 化 。. . 

设 # 是 B 上 的 一 个 (EGRE. E 的 一 个 定向 是 它 的 第 阶 
АЕА А" 的 一 个 处 处 非 :0 PIED f: B — А, 此 截面 在 每 一 
纤维 .#4: 卡 诱导 鹿 个 唯一 定向 ， 迁 而 按 如 下 方式 唯一 地 规定 了 
H": (Ess 8, — 0) 的 一 个 生成 元 . 

Wb 56 ез R* 是 一 个 保持 定向 的 同 胚 。 它 诱导 同 构 ( 仅 和 定 寥 
AR) 

н" (Ess Ey — 0) —H*(R°, R° — 0), 
设 meH'(R, R — 0) 为 标准 生成 元 并 令 u =m X-X 0. 
则 有 唯一 元 素 Us Є Н" (5,5 — 0) 在 上 面 的 同 构 下 和 и, 相对 
”应 ,我 们 称 它 为 纤维 的 定向 类 。 

4 E= EE) 表示 的 全 空间 ，E。 一 ЕЕ) 表示 EE) X 
于 零 截面 的 余 空 间 ， 则 下 面 的 同 态 


H'(B)@HI(E , E) > Н'СЕ)®Н!(Е , Ea) 


| — Hi(E, E) 
给 出 分 次 环 HME, E) 一 个 左 H*(B)- 模 结构 . 
定理 9.2. 设 £ 是 空间 8 上 的 定 启 向 量 从 。 则 存在 唯一 的 上 
同调 类 U e H*(E,E。), 使 得 
жу, 


(i) 也 在 每 一 纤维 名 上 的 限制 恰 为 ЄН" Gs ze i DE t 


Gi) 映射 e + `. "ii^ 
Ф. НВ) + Hit=( E, PEE ФСК =. uU UU E 
是 一 个 同 构 ， 
a. AUR т; E— B FP „ЖЕРДА, 则 du PRA 
Ë '(E, ED (В X R°, RX (R° 2 0)),5 i 


根据 (9.1) ,定理 成 立 . BEL EXE, U — 1 x ws 
设 B ~ B'UB: 是 两 个 开 集 之 并 ;: 而 且 定理 对 E’ =E Ep, 
E” = E| B'N B? ÈY. 考察 Mayer-Vietoris 正 合 序列 -> 
OTH NUE, EP) > HE, E) > 
H" (ES EDDH'(E’, Ei) — Н" (Ex; ER) 
根据 Uí, U" рун, ENE H'(E?, EP) 中 的 像 相等 ， 从 而 
存在 唯一 Ue H*(E, E) 使 得 它 在 H-(E', Eb) 中 的 像 怡 为 以, 
考察 横向 序列 正 全 的 交换 图 Vii 
.. — H**'^i( ЕВ, E?) —> Н” "UE. E c SS) 
= 1 19 
HUNE, ENGH” "CP, LORS 
Fx AE аъ l3 
— poi вту» H'CB) — ie 
> H'(B)gH( xs, 
| 其 中 垂直 同 态 分 别 是 К, кү эуе 
s*(—)UU2, x*C—-)UU HUB) YU. 
根据 5- 引 悍 可 知 , Ф 一 *(—)UU А. 
如 果 电 紧 致 ,重复 上 面 的 过 程 可 以 归纳 地 证 明 (9.2)。 对 于 非 
紧 致 空间 В, 则 需要 利用 极限 过 程 。 细节 请 参阅 (MS, $10]. 8 
定理 9.2 中 的 上 隔 调 类 U = U(E) ШШЕ E 的 Thom ®. 
它 依赖 于 定向 的 取 法 。 当 定向 改变 时 , 它 前 面 应 添加 负 号 .，: 
Co В А E— B; § — В", ЗЕ ü: (1646 RJL N 
Ë x £'— B x B', .相应 地 ` | 
EE ЖЕ), ЕЕ x&)) = GOD, EG). x (EQ )， EG >, 


-Bte 


TERS 
5181 9.3. UE XE) = U(ë) x UN. 
证 .根据 (9.2) 中 唯一 性 的 断言 以 及 标准 生成 元 方程 
и, Хи. == atms 
即 可 得 证 . 
XX 94. Е (Е, х, В) 是 一 个 ” 维 定 疝 向 量 从 ， 称 
e(ë) = z*(U(8))€ ÈB) 
ҖЕ Й] Euler Ж. 这 里 о: B — E 是 零 截面 映射 。 
从 交换 图 


HAE, E)GH*CE, E) => H*GE)gH*E , Eo) 


u J 
| HE , Eo) 
"Wa 
(9.5) 20 4(e)) = UJUV). 
容易 证 明 如 下 公式 


(1) elf*(5)) — P'(e(ë)), САЎ), 
(9.6) (и) e(£@ë') = eCE)U e(£ 0, GR ЕНШЕ), 
(11) ЖЕ RAJEE H, el) = 0。 
命题 9.7. (Gysin 序列 ) 设 Е=(Е,х, B) 是 一 个 # 维 定向 
向 量 从 , 则 有 正 合 序列 
HOB) У) Hit B) нен) > HHB) > -- 
i. 在 空间 对 (E, E,) ВУ Ein EA H ir , НІА 


a^; HB) —» НЕ), 


O: H(B) — НЕ, E). 
分 别 替换 HE) 和 H*CE, EJ. В 
附注 9.8. 如 果 用 有 做 为 上 同调 系数 环 , 则 不 需要 任何 可 定 
向 性 的 条 件 ,定理 9.2 成 立 , 这 是 由 于 Hls, E 一 0;Z,) s Z, А 
有 唯一 生成 元 。 因此 我 们 总 可 以 定义 Euler 类 eE) EHB; 
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Za)。 并 且 有 相当 于 (9.6),(9.7 ) 的 结论 。 
考虑 射影 空间 КР", Ср" 和 НР", 它们 分 别 是 R+, Cn 
和 Не 中 通过 原点 的 实 , 复 以 及 四 元 数 直 线 构成 的 拓扑 空间 , 它 
们 各 自 承载 与 型 线 从 (6.3) | 
R' — pr — ЕР" 
C' — vo — СР” 
H' — ru — НР“, 
根据 (9. 我 们 有 相应 的 Ешег 类 
e(vg) € H(RP*, 7,) 
e(vc) є FCCP", Z) 
elva) € H'(HP", Z). 
当然 在 后 两 种 情形 需要 讨论 vc ДП >н иж А ( 维 数 分 别 是 2 
种 4) 的 可 定向 性 ， 
一 个 复 向 量 空间 任意 基底 的 选取 (6.50, о.) 都 决定 了 其 
对 载 实 向 担 空 间 的 一 个 定向 , 即 实 基底 (vi, musco. Vay tv.) Бї 
定 的 定向 。 由 于 复 基 麻 的 任 一 置换 都 决定 相应 实 基 底 的 偶 填 换 ， 
上 述 定向 和 复 基 底 的 选取 无 关 。 因此 一 个 复 向 量 空间 产生 唯一 的 
定向 实 向 量 空间 ; 对 于 向 量 从 的 情形 也 有 类 似 的 结论 : 任何 复 向 
量 从 所 水 款 的 实 向 量 公 都 具有 一个 规范 定向 . 
推论 9.9. 在 在 环 间 构 
(i) НКР", Z,) = 7,[е]/К\е'*'), deze = 1, 
(H8) H*(CP^,2) = 7|е]/ бе", deze = 2, 
(11) H*(HP*, Z) = ZleliQe^* P, дере = 4, 
Жин $45 ED SEE RA T e IARA (Cent) — ent 生成 的 理想 )， 
证 ,上面 的 推论 可 作为 СУА 序列 的 应 用 。 我 们 以 证 明 情 
J (и). Exc) = C^ 0 o Str, mM 关于 ewe) 
的 上 积 产 生 同 梅 
I H ССР”) = H*'(CP^) е -- «e HCP”), 
0 = H^(CP^) = HCP’) = - - e ДНН (Сре), 
又 由 于 CP" 是 2n 维 流 形 , 当 : 2а Bj, БСР") — 0。 其 他 情 
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EA. г ае нЕ у 
аа £c (z, х, В,С"), IS AMDÉ 5t 
CP” "70 > Р(&) B, 


它 的 纤维 是 二 的 纤维 C.t 中 所 有 复 直线 所 构成 的 复 射影 空间 ， 令 
PG) 为 与 相配 的 主 G 一 GL,, (C) АОИ $ 5), W 
£ = P(E) X Qc, P(E) = Р(5): х Сре. 2g rms 
其 中 G -—GL.aCC) 以 通常 的 方式 作用 于 空间 Cs 和 СР", 
P) 上 有 一 个 再 生 (Tautological) 复线 从 
nl) = (CL, v))L e PCG), vr Lt, 
它 是 自然 投射 PPE) В 拉 园 从 ре) 的 子 从 2 
借助 于 司 态 >"; H*(B)— Н*(Р(Е)), H*(P(E)). P 
H*(E)-BGEX—EROUS оаа t 
” 命题 9.10， ТОА ЕСЕ, =, B NM Hana 
a. 1, e(n(5)),-- t ea) 为 基底 的 自由 。 H*(B)- S. 
证. 类似 于 定理 (92) 的 证 明 。 indere Box enn 是 平凡 
从 , 则 PCE), 一 B x CP, 根据 (2. 12), 命题 成 并 , ZEE 96. 
lf „ҖЕ В АРЕ 3 (B, r 使 -#18、 SEA, 利用 : Meyer- Vietoris. FE. 
列 可 归纳 地 得 到 命题 ， 对 于 非 紧 致 空间 B, WORSE SMS 
ж. яаа. Ig 
fiit 9.11. ORAE) ji: & жав ына. 存在 
Ea AREI J: 4 一 В, B. 
G) G) 是 复线 从 的 直 和 ; . x 
Gi) 产 : H*(B) — H*(A) ЖААН... Б : 
证 . 令 А, = PE). Щр“; ACEI EtA T 
B p*(8) = (Е). XH EE (6) 在 р*(Е) ка д. T 
dimc£ > 2, $ 
Am Р(Е,), Р: „сыл (自然 投影 )， 则 


PIPILE) = pyw (S )@Dx (S, PDE. ` 
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Ж dimt AR, A SS 
it. H L 
在 其 他 上 同调 理论 (广义 上 同调 h, EA Thom |А) Ф А 
对 应 ， 这 里 我 们 对 最 有 兴趣 的 .六 -理论 的 情形 ,人 微 科 要 的 描写 。 
"MR 节选 一 个 复 向 量 从 ,在 所 上 取 定 一 个 Ricemanr 度量 ， 用 
DE Rr SE: 分 别 表示 专 关 于 这 个 度量 的 单位 圆 盘 扒 和 单位 球面 
ЭЛЕГИ. (E, E) 同 伦 等 价 于 с SE), UU bs 
E) = H*(DE, SE). 
. 下面 我 们 在 空间 如 是 紧 致 的 假定 下 ， 讨 论 Thom — K- 
НАУ. ШЧ: (DE, SE), ERASER. 
我 们 需要 定义 对 群 КОХ, A) ERFA 
(9.12) | — K(X, AK) JSK ur 
正 合 KX, 4) 《这 里 如 同 6., K = Kc). 根据 定义 ， 群 K(X) 的 
元 素 具 有 形式 {E} (Y, EHE, 7 是 空间 多 上 的 复 疝 量 从 ; 而 
PET 19р) — 0, іч Ета LRH. 反之 , 任 一 同 
Nh E[A 8| 4 都 可 以 扩张 为 其 个 保持 纤维 的 线性 映射 Фф: Е 
9. -所 以 很 自然 地 ， 我 们 定义 K(X, A) HERA 元 组 Emp) 
的 等 价 类 ， RER plá: £14— nla 是 同 构 ， рУ | 
“我 们 来 把 上 耐 的 叙述 血 格 化 。 WARUM (Ез mo po) -和 
(£, mo e 叫做 同 伦 的 ， nip (X x 1, 4 x I) 上 的 三 元 组 、 
名 在 :一 5, 1 处 的 限制 分 别 为 (Eum. p) 和 (E, т). 用 
@(X, A) 表示 这 样 的 三 元 组 同 爷 类 所 成 集合 ， 形 如 (Е, БУЛЫ) 
的 元 素 构 成 子 集 eV, Аус «X, 4). 定义 E 
"FK, A) ~ FX, AEX А). | 
参阅 文献 [4], [45]. HA 7*: K(X, 4) — K(X) тже, 
з. gl Ж) { {я}. ЕА РЕ 
用 信 表 示 约 化 天 - 理 沧 , 即 К 
Ё(В) 一 Ker( K(B) — К(ж,)), 
We mE RAP. ВИ Б, NISUS ЫЈ 
E e 


除 关系 | 
K(X, 4) = K(X/ A), 
约 化 群 和 非 约 化 群 之 间 有 如 下 关系 
K(B) = K(B)@K( ж) = K(B)@Z, | 
其 中 第 一 个 同 构 由 常 值 映射 8 一 * 诱导、 而 维 数 函 数 自然 地 建 
УВ Кж) = Z. 函 子 六 具有 裤 举 丘 扑 空间 上 复 向 量 从 稳 
定 等 价 类 (E), 的 功能 。 空 间 # 上 两 个 向 量 从 8," 称 为 稳定 等 从 
的 {6} 一 {9%},， 当 且 仅 当 存在 一 对 平凡 从 Ke, 
&Фе = ns. 
商 空间 DE/SE ШКА E= (Е, т, В, C').ffg Thom © 
EHAA TE) me Bt, ЕХ n {Р НДА, 
T(E) = B, AS”, 

其 中 B, = Вж}. 4 B ROSE GERURTBHRE) A TE) 局 
ЖТ E= EE) 的 一 点 紧 臻 化， 从 上 面 的 讨论 中 ,我 们 得 到 O 
K(T(£)) = K(DE, SE). 

ДВ К(Х)®К(Х, 4) 一 K(X, A) 在 群 КОХ, A) 上 定 
义 了 一 个 天 (X)- 模 结构 。 在 这 种 意义 下 ,(9.12) 中 的 同 态 i* 是 一 
个 天 (X)- 模 同 态 。 特 别 地 ,对 于 空间 对 (X,4)— (DE,SE), H 
于 映射 x: DE--B 诱导 同 构 K(B)= K(DE), K(DE, SE) 

实际 上 是 一 个 K(B)- E. 

岗 在 我 们 来 定义 Thom 类 1€ K(DE, SE). E 的 第 ? 
РАА AC) 以 及 它 在 DE 上 的 拉 回 从 

n*AP(E) = i(e, v)lec DE, ve А?(Е„„,)ү. 

设 e€ DE 满足 x(c) = 一 5， 则 关于 <。 的 外 积 定义 一 个 线性 

映射 
: AP(Es) — АРЕ, | 
ТИРИ eA 00) ЗАН 
度量 ,所 亿 Р, 具有 伴随 同 态 
FT; AUU(E,) -> A*(E,). | 
然而 ,根据 3 习题 1" 和 2?"，(Pe 十 F2Y 等 给 于 用 数 je 此 ЖЮ 
.* 8$.” 


iH. 令 
| A"(E) = X9A»(£), Аар) — X9Av*'(E), 
我 们 得 到 从 映射 
p = F + F*: ж=*А°”(Е)-> x*ATU(E), 

它 在 零 截面 区 外， 特别 在 SE 上 ,是 一 个 同 构 , 因 此 决定 一 个 元 素 
(9.14) 1; = [x*A"(£), x*A"9(£); F + F*] € K (DE, SE). 
类 似 于 定理 (9.2) ,我 们 有 

定理 9.15. 关于 i. 的 乘积 诱导 同 构 

Ф. К(В)— K(DE, SE), Ф(Х)  ,- X. É 
证 明 参 见 文 献 [A1. 
有 了 Thom 2 u, 我们 得 到 相应 的 Euler 类 
ex( E) = e* (14), 

利用 上 面 的 记号 , 它 可 以 表示 为 


(916) ex(5) 一 LA* (21 — Сазе] == 2 (— DAEN; 


天 -理论 中 的 Thom 同 构 为 计算 稳定 复 Grassmann 流 形 的 
同 伦 群 提供 了 可 能 性 . 考虑 复 向 量 从 分 类 空间 的 自然 全 人 序列 
- C G,(C°*) C G,,(C”) C: 


用 BU 表示 无 限 并 U G.(C”) 贼 以 极限 拓扑 所 构成 的 拓扑 空 


BJ. 这 里 含 人 股 射 CIC") C G, (C) EL v(C")Oe 的 
分 类 映射 。 | 
EA 9.17. 设 X 是 紧 致 拓扑 空 间 , 则 
K(X) = ІХ. BU]. 

证 ,根据 (6.6), 每 一 个 # 维 向 量 从 5 —X 决定 同 伦 集 [X， 
G.(C°)1 中 的 一 个 元 素 , 进 而 通过 媒人 G,(C”) с BU 决定 IX, 
BU] 中 的 一 个 元 素 ， 由 于 从 上 和 ЕФЕ 按 上 述 过 程 决 定 X, 
BU] 中 想 同和 的 元 素 , 我 们 得 到 一 个 定义 合理 的 映射 

1 空间 X 上 向 量 从 的 稳定 同 伦 类 } — IX, BJ]。 反 之， 由 于 
XRK, WETA f: X— BU, ФЛЕК m, 使 得 Кх) c 
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С.(С°) с BU. 它 决 定向 量 从 s-—1*G.(07)) DLE SU 
(e ROO. ЭЙ ml, -和 满足 条 件 OX) С GC) ONERE 
т 的 选取 无 关 . Ш 

2п 维 球面 SU ETAA: C^ — ж ñj Thom ан, 根据 (9. 15) 
то. 17), RIA: ` | 

-i IC ВО] = K( * ) = Z. 
而 平凡 从 5'х С" 58! 及 其 Thom 空间 
T(S X С): $} NS = 51 529 
ПЕ Me 4 AE 
ROS = K(S:). ` 

引 理 9.18; E(S$)—0, — 

x. HS RRA LERTE S= DUD, WE 
ES 上 的 向 量 从 , 则 EID, 和 上 [ZL SERA. dE a 

Бу: £[Di— D] X C | | 
ТИЮ АДК. EZB S 一 DINDE E, Ао JE St x Cn 
的 身 同 构 , 从 而 我 们 定义 一 个 映射 
I ho: sS 一 > GL, (С). , 
УСТ AS — GLAC), Ж АЊА Di xc 和 D: x 
e ”的 边界 产生 8 上 一 个 从 n(2) 
j Ela) = =D} x CU; 1 x C. 

: 同 理 , 从 如 $1 À, RS IHE 2, Бы St 三 上 一 个 向 量 从 ， 它 在 
两 端的 限制 怡 是 nCÀ) 和 ah). 因此 106) ec aAa), 参见 (6.4) 
的 证 明 . 

GL,(C) 连通 ， ERN ‘hoz S óL, (С) 都 同 伦 于 以 id € 
:GL.(C) 汶 象 的 常 值 映 射 . 由 于 这 样 的 常 值 贞 射 决定 平凡 从 е" == 
1018), 所 以 5 上 的 任何 一 个 向量 从 都 平凡 。 LE | 

-至 此 ,我 们 证 实 ; (8153 包 含 着 如 下 结论 - 

Hit 9.19.. {5°*, BU] < Z, [57*', BU]—0, | _` l 
Co ARERR KR. Bou 周期 定理 , 它 是 拓扑 天 -理论 的 起 点 . 
= CAPTUISEPSBSSCHQERAGS 一 般 没有 相应 的 -Thom Rb. x 


因为 可 能 出 现 MR. 设 21] CÓ 是 所 有 形 如 三 ,aeZ 的 
分 式 所 组 成 的 子 环 , 令 1 о 
vali 1]. 
(еа) - nes] 
(这 里 K — KR)。 则 我 们 仍然 有 类 似 于 Thom 同 构 的 结论 : 
如 果 5 是 一 个 定向 实 向 量 从 ， 则 存在 元 素 мект: 


E. 小 使 得 GOD c QD «A, вир 


em оваа а 


特别 地 ,如 果 点 是 其 一 个 复 向 量 丛 的 承载 实 向 量 从 ; 则 可 取 - 
СА = ig e x*(n(BODET)), ` 

最 后 , 我 们 对 上 同调 中 的 Euler 类 稍 吉 过 些 注 记 。 设 允 是 一 
^r TWO CR S TA) „ЗЕ E nT š q ӨП ДА ТМ ETERRA). 
则 存在 同调 类 《叫做 定向 类 ) IM] € H.(M; rw š лл 
ВУЧЕ ` м 
(9.21) NIM]: H'(M; 2)— H,_ (M; 4) (对 任意 O. 
这 个 事实 的 证 明 分 散在 本 节 末 尾 的 几 个 习题 中 
| 定义 M 的 Euler TERA 
(9. 22) XM) = > (c 1y dim HM; Q). 


根据 (9.207， змн нин, а 0, ж-н, 
我 们 有 | 
定理 9.23. 设 M 是 偶数 维 可 定向 闭 流 珍 ; 则 
Хм) = Ce(TM), UL Ds . 
”证 明 请 参阅 [MS] WIL 


йы чы. ; i 习 
SERRARA O. 二 C 
. s` 


2. 已 知 流 形 X 以 及 它 的 闭 子 流 形 MC X. EIMA TX 上 取 
定 一 个 度量 , Ф v= v(M , X) 是 TM 在 TX 中 的 法 从 ， 管状 多 
域 定理 断言 , ТЕХ 中 存在 全 空间 EQ) 到 MM 的 某 个 邻 域 的 同 胚 f 
使 得 下 图 可 交换 

E(v) EOM. 
N i 

" M I 
其 中 了 是 零 裁 面 映射 , ; 是 自然 合 人 . 

REIRE, H(X, X — M) = H*(E(v), Eo(v))， 所 
以 ,如 果 > 可 定向 , 它 的 Thom 类 可 看 做 某 个 上 同调 类 є H(X, 
X 一 M), RE K J&M dE X cp жй. 

证 朋 U' £c S Gr FJ k 

H*(X, X — M)— НХ)  H'(M) 
ТАЗ Ж Euler 类 e(v) € H*(M ), 

注意 从 TM, TX|M 和 (M, X) "АГЕ p d 35 
含 第 三 者 可 定向 .、 

3. 设 对 是 Riemann 流 形 ， 在 从 T(M X M) 一 TM X TM 
上 规定 度量 

(Gn, e), (м, 90) = (u, н) + (u, 0), 
证 明 对 角子 流 形 A C M x M 的 法 从 同 构 于 TM. 

设 TM 可 定向 , 证 明 U'€ H*(M X M, M X M — A) 在 
HEN | 

jz: H*(M X M , M X M — A) + H'(M, M — x) 

下 的 像 是 HM, М — x) 的 生成 元 。 其 中 映射 
J: (M, M —х)—(МХМ,М X M — A) 
定义 为 jim) — (x, m). 

4. ЯМ ЗЕЕ. <, € H.(M , M — x) ЖХ (700), 
av 一 1 的 唯一 同调 类 . 

Рр z 的 一 个 贺 盘 邻 域 .证明 存 在 同调 类 “ape H.(M , 
M — D), ERKEN ye D, RAWS (M, M — р) (м, 


M — y) 满足 ilap) = m. 

模仿 (9.2), 归纳 地 证 骨 对 每 个 可 定向 闲 流 形 М, 存在 唯一 局 

调 类 
p=[M]EH(M), 
TEAS НМ)» H.(M ,M —x) 下 的 像 和 从 是 a. 

类 似 地 ,对 任何 紧 致 子 集 КОС M ， 存 在 同调 类 xx & H.(M， 
M 一 天 )， 使 得 对 每 个 хє K, ux — Ar。 

5. 用 SE(M ) C 5"(м;7) 表示 这 样 的 上 链子 复 形 、 其 中 的 
ЖЕМ BOE АЈ BOSE. 用 Нем) 表示 SM) 
诱导 的 同调 群 , 它 称 为 M 的 具有 紧 支 集 的 奇异 上 同调 (参见 8., 51 
Wi 4). 

证 明 H;(M ) = limH'(M , M — K), KC x Ж. 


W M Ж— Á н 维 定向 流 形 。 5Е LAS 
Dx: H'(M . M — K) — Н. (M) 
Dr(a) = aN ак, 
Я KCMK., s< € HL(M,M — K) 见习 题 4, 
证 明 Рк š S— АЖ 

| D: H'(M)— H.M). 

ЖЕНЯ М = R° M, DERK. 设计 紧 致 (此 时 H; (M) = 
HAM })， 类 似 于 (9.2) 归 纳 地 证 明 D Ж 18]. iX BDE: Poincaré 对 
BES. a ts | 

设 # R— A 38.3 E M 50. ПЕРН 
b: НМ; 4)QH (M; Z)— 4 
b(x, y) = (zU y, [M ]> 
是 一 个 非 退 化 配对 运算 | 
对 于 De Rhan 上 同调 ,配对 运算 5 则 由 下 式 给 出 
| B: Hu(M )8BHR&'(M)- R, (M RE) 


Bo], [Ф1) = | o^. 
证 明了 非 退 化 ， 参 见 文献 LBY], p.45. 


Ld Um on 


(A E 


AYRA де. Rham 揽 形 (3: DREA EARE 
(0) 0— OE) -> 0 一 一 9 GH Е 
25: УЕБ E= (Е, я, М; С") PREN; ика 
式 的 同 态 序列 (不 一 定 是 链 复 形 )。 
тавал, GUT EHE АА НОРИ, 做 为 
例子 我们 有 . | 

әм) 一 ссу? УС), о! См): = I"GT*M e. 

此 处 T*Mc = Hom TMC) ФИА К. BR ;对 于 实 
向 量 从 和 实 系 妆 的 情 沙 ;也 有 一 套 完全 类 似 的 处 理 . 

(10.1) 中 每 个 具体 项 的 定义 如 下 一 c 
_ (10.2) Q'(ë)= P"(EG CAT" Mc) = M SPD OR MEME 
其 中 第 二 个 同 构 是 (5.14) 在 复 情 形 的 形式 ， | 

显然 (10.1) 中 的 同 d 要 涉及 微分 的 概念 。 也 就 是 说 , 对 于 
流 彩 对 上 上 的 任何 一 个 向 量 场 X， ЗМЕЕ Е 的 截面 党 方向 
前 方向 导数 : . | SECO S 

Q'(£) — QE), 

HAAGI), RITI DLE. E AERE TOO SE М TES E 
相配 的 主 从 上 ,关于 群 . G 一 GL.(C) SAORA 
(10.3) DC)- 一 =Home(PCE)。C-)， | I 
具体 地 说 , 它 把 截 看 me OE) 联系 到 р": PE) С", ф*(и) = 
и(я(и)). 反之 ， 给 定 一 个 函数 d*e Homel P(E), C")， 存 在 
一 个 截面 p é QE), ф(х) = «5*(u), uCa CO, "UE LIBUS 
IST SII. | 

对 于 每 一 点 те iS RUEAREA, 25 


s 592 * 


(10.4) о» T,G- T DG) TAM ^ i Š 
Hh 1€ G 是 单位 矩阵 ; TG = gl,(€) 是 所 有 z х „иек 
所 成 空间 ; L, 是 纤维 含 人 La: G — РСЕ), r “(8)—ig 在 ge 之 下 
АОВ Р, 而 一 则 是 自然 投身 ж: Юм dE weP(E) kË 
ШЕ. 

ФРЛ PEJ, R: PO) -> РЕ), ec Goes 
ATHA (Ri): TPE) > TPE), SURE GIG. 
通过 伴随 表示 BN ме. | 

(а, f) ^ dg > Ad e ` U 

群 6 又 右 作用 于 它 的 李 代 数 Ti G, KO 4) 再 的 映射 ! "TE 

下 保持 这 些 作用 | Ык сы 
Аа AAD) (ORO. o a 

我 们 知道 如 何 计 算 定义 在 p(s) 上 的 函数 沿 方 向 х*єї T,P(E) 
的 微分 ， 这 样 ， 如果 给 定 (10.4) rh =, 一 个 截面 .出 我 们 可 以 
讨论 РСЕ) БАЈАТ X € ТМ 的 微分 。 (HE ҖИДЕ, 
HARI =: P(5)— M 并 不 一 定 存在 截面 《参考 习题 кк т 
际 上 我 们 发 现 对 i, 选取 截面 更 为 方便 . 

定义 10.5. 定义 PC) :上 的 , 在 李 人 代数 Т.С, (С) d 
值 的 1 次 微分 式 we (PE), ян (C}) шщ £ СИЕ 
We 

DO) vuol, = id, 

GE) Rie Ad, co. 23 

关于 连 络 形式 的 存在 性 ， 请 读者 参考 Pu E RAS S. Rye 
个 连 络 形式 ,我 们 定义 : 

H, = (r€. T СХ 一 -0] 
eE +g. XM, жасты 我 们 可 对 下 全 序列 (10， DRA— 
BAM : бА TIME 
人 TPs) - HBTiG в). vr uiv i 


^u LL 


» 93 ~ 


这 个 分 解 式 可 微 地 依赖 于 u 并 且 满足 关系 式 
H,, = (R;)4H,, 
TR, 对 要 上 的 任 一 个 向 量 场 X, 我 们 借助 于 阅 构 x Н. 一 
T.M 可 把 X 提升 为 PF(#) 上 的 唯一 向 量 场 X*, pe 
Х», = (К,)„Х» 
. 设 。 是 5 上 的 连结 形式 ，X 是 M 上 的 一 个 疝 量 场 ， 至 此 我 们 
可 以 定义 方向 导数 | 
Vx; ОЕ) — 2°(Е) 

如 下 ， 对 于 pE), Velp) # z e МАНЕ 
(10.6) Velp) Са) = #(Х (ф*)). 
此 处 нєл”), X€ H, Жо Йй Xe T.M 在 T.P(E) 中 
的 唯一 提升 ， | | 

请 读者 验证 Vele)? XFCE PE) С" 上 右 作 用 的 等 变 
性 ,从 而 表达 式 (10.6) 和 x € x7 (х) 的 取 法 无 关 . 注意 Vedle) 在 
< € 对 处 的 值 仅 和 向 最 Х(ж)єТ,М 有 关 ， 这 样 定义 的 据 射 V x 
RATAM 

(1) Vele - D = Vx i+ pdx(f), 

(10.7) : 
(i) Vouy(p) — oVx(p) + PVy(9), a, b€ C, 
其 中 fe QM), p é Q XE), X, Y cei" (TM), 
而 dx(f) = X(f) ЗЕТ SX ЧАЈА D Ses. 

АЕРУ, Brie АЧИ НЕ НН] O'CE) = 05) eon Q'CM ) 

一 个 右 QUMO-R, 6 T 2; ИТНЕ Ж фб 简 记 

fk po. ШЕР € Q'(£), oe O'M). 

ЖХ 10.8. 上 上 的 连 络 六 是 一 个 C- 线 性 映射 

V: QUE) — О!(2), 

Т Е Leibnitz {ЕЙ | . 

(фр (Ve) -1+ фај, 9€ 9° (E), jE O (M). 

根据 (10.7)， 每 个 连 络 形式 都 决定 一 个 连 络 . 反 过 来 可 以 证 
期 ,对 于 每 个 连 络 ,如 存在 一 个 连 络 形式 与 之 相应 ,参见 (10.16) 和 


°. „ы 


(11.7). 
REC ICE HUBER EIE (10.8) КЕБИНЕ. EREA 
将 不 再 作用 . 


外 积 O'(M)@OI(M) -~Omi(M) RF OE) 一 个 分 次 

# 9"(M )- 机 结构 ,利用 这 个 事实 我 们 可 以 扩张 末 为 鼎 射 
4". О'СЕ) + Q'*'(2), 

使 得 

d' (quo) = (Yoo, + p(do,), pE «чь e € ОСМ). 
容易 验证 d" 满足 下 述 引 理 ， 

BIM 10.9. ЖТ p€ OE) oE OCM), 

а фаол) = (47р); + (— Офо), 

其 中 d: O'CM) + Q'"CM) ЖУУ. B 

通常 向 晤 公约 构造 也 适用 于 带 有 连 络 的 向 量 从 的 构筑 . 12 2, 
£ 是 两 个 光滑 从 ， 分 别 上 共有 连 络 v, у. ЖОНЕ А EDE, 
Hom(E, E) 的 连 络 。 根 据 (5.14) RTA 
EDE) ~ OF) eroe 0 (7) 
I Q'(Homt£, 2')) = Homo (0%), Q'(£)), 
定义 从 EOE 上 的 连 络 如 下 
(19.10) Vier(oGQo) = УФфбф + oe e. 

对 于 一 对 向 量 从 (n, 5), MH (3.9) 可 以 定义 模 积 (Wedge 
product) 

А: Oln) Domn С) = Ohn). 
4 n = Hom(:, F), б — £, Vl ERR AFRI Homc(t、 
ОЕ Z 产生 配对 运算 
A: (Нот, £))GQ'(£) — ОНЕ), 
定义 从 Hom(£, Р) LÆ Унос» НЕКА 
(19.11) VHA 一 унал Ф) A t + ФЛУУ. 
其 中 Z'(Hom(£, £')), sE ОЕ). AREZ RS diet, 4 anth 
49$. 


зае (рбф) = ФФ” + (一 Гувер д4" ИС. 
C densa (p) Ns = av p Niy ҖЕ T) hen 


这 里 peol p € o), fu та и 
ФЕ Ў = уна. С АЛИ 
Ш РРО З лар Суја d 
Тг: и} By za Qu ie Ш C) u 

етпе ES 

* Q'*tHom(E 2^) ~ iis d. nii to eat 
sum 10.12. 图 表 (mA Yi gu ^ Ate g 
E. 


(an y TEM ixi 


Z 


а 
omis E) 2 om. БҮЗ 
ч EE m 8 iv. püieeve m ge 


ИК Као Ñ ми .333 : асыу: ИЕ 

LI NOS сё | A So 
E, авази Е жу Pe FT. imaret 

сы fac a e RR, 


Uu f 
" ë 3 Bi 


E ER © ел, U M I 


fa 


CAN UNS. кй Каш ci Dn c0 
ЖН Yee” .在 (10.11) 中 人 г, 我 人 有 “ A 
| PT - t. А Ф) + (g*. » Vi). (919 
Wt «є Lai 在 0*(#*@5) 中 简 记 p" eO 2 ' "po. 则 
G“ po) = SG" p ty *Ф@ б). 
FA Е 
i AS = SG gy Е. Rs hne 
一 C28 EG? Ф) + (Ф, po ieu | 
Р - lg” , (o + К > 2/7 Er ME ais 
s — ~ dg a ; 9o) = т dT р), A. | De itf) 
ДЕИ Y qu gp ME GS LA, EDO Anuzvature forne) 
KA ESSA. 38 (10.10), е "b ER. {ше т 
Ms 


zonas vi QUU) OE). 
dé oo жашын. 考虑 自然 同 构 .… 
od . .Homonws( 2'(2), ou)» 
ay < ICE ee mn 人， Q'(E))G2o09' (M) ` 
ор q^ S Pom, £))Os06Q'(M) - 
= Q'(Hom(£, £)). 
定义 10.13. 在 上 述 同 构 下 ,元 素 RY=dYov € окно) 


АЈА Е КЖ МДЖ, ，，  . АУ 
EEEN. a ма e 
| a Hotl, ENBA) 一 беса), 
我 们 有 六 
引 理 10.14. 


ЕС 1949) 一 R* ЛӨ, 0 € oC), 
* (у (Bisüchi ESA) dR? = 0, ud 
iE. 设 Ө == Epor pE oE), ^w € (м). .根据 
19.13), Leibmitz 法 则 以 及 ddla) = 0 TARE G) ат 
bulo (и) я 可 做 为 (1) 的 推论 ， 事实 上 对 s€ Vien 有 
"(QR As) = PP) Ns + в Луз Е 
(o (RY) Ns + dd (vro) 
ME ~ d*(RY) Ns + dY(RYAS) | 


所 以 gr (RV) = 0. P J 

根据 (10.14) (1), 4 E4X 24. RY=0. 时 序列 со. р 才 是 链 复 
形 .# 在 这 种 情形 , 称 连 络 人 是 平坦 的 《flat)}。 下 面 我 们 将 看 到 ,每 
АРЕ. 但 是 仅 有 很 少 一 类 处 具有 平坦 连 络 、 实际 上 ， 一 
个 加 量具 具有 平坦 连 络 ， авраат С 
(KN]). 7 

或 许 读者 已 经 注意 到 (10.12)《10.14) (ii) єз TrRY 是 M 
上 一 个 闭 的 2 次 微分 式 ， 从 而 在 Азам 5 C) 中 决定 一 个 元 素 . 关 
于 这 一 点 :我们 将 在 予 一 节 详 绸 讨论 。 


э) • 


ШЕ АЕА. Ф. E £ 上 所 有 连 络 组 成 的 空间 。 H 
ВА «. 非 空 ， 首 先 我 们 强调 连 络 的 凸 组 合 гу, (1 — v, Ф 
是 连 络 , 所 以 Чё, 是 仿 射 的 。 其 次 ,每 个 平凡 有 从 都 具有 连 络 ， 方 容 
导数 就 是 一 个 例子 。 最 后 ,借助 于 单位 分 解 ,我 们 可 以 把 EIU. E 
“的 连 络 粘 人 为 上 上 一 个 连 络 ， i UL) жм IS ТУНАР IG, 
使 得 EIU. 平凡. 

引 理 10.15. 对 任 一 连 络 V c @,, 有 

E = (ç +r re o(Hom(t, Ё)}, 
证 。 任 取 V é @,, у —V E О(М)-# Е, Н. 
Ното‹м(9%(), QE) p 2'(Hom(s, E)). 

反之 , 若 reQg(Hom(,2)), ШУГ 是 从 5 Е. B 


习 题 


1. 设 G— E -— 8 是 一 个 主 G 从， ПЕН EEE 
RAR. = 有 一 个 截面 . | 
2. 设 G 是 一 个 李 群 . 常 值 映射 G— * 是 一 个 主 G 从 ， 对 这 
个 从 定义 一 个 连 络 形式 . 
3. 设 扣 是 一 个 具有 度量 的 复 向 量 从 ， 立 是 和 的 一 个 连 络 。 如 
ж 
4((ф, ф)) = (Ур, фу) + (Фф, V5», 
Фф. фе QE), 
Д v Ek £ BUBERE (或 Riemann) Æt., 
UEBHART Ж М, HD RUE ЕЕ. 
设 Di = {L € Hom(ë, š)|(Li,)* = —Ll,, x€ В}, Mj Di 
是 Hom(5,5) 的 子 从 。 证 朋 若 了 是 度量 连 略 , 则 i Re ee 
(D), и) drY:Q'(Hom(t, £)) — Q'*" (Hom(£, £)) fE Q'( Di) 
lh A QD). 
4.19 5 J&— PLS EE REB E TB k ЛА, RE 
Ge = {L € Hom(£, zs) 对 任意 x € B, LI. 
是 等 距 (LT — LHe 
- 28:5 | 


Wi G, 是 Hom(š, Е) RITMA. M С, 的 光滑 截面 构成 的 空间 了 一 
T^G, 叫做 的 规范 群 (Gauge group). ж E Erf Riemann 
连 络 组 成 的 空间 。 对 于 z€, VEE, EXV домов". 

WEB] (zg, V) 一 Ve 定义 多 在 多 上 一 个 左 作 用 . ШОУ 一 V 十 
T, T€ Q(Dj). 证 明 (vt 一 ve + Ге, x8 

Ге = — (07 + Ге". | 
5.43 ?是 流 形 M 上 具有 度量 的 复线 从 。 证 明 ? 的 规范 群 可 以 
等 同 于 光滑 映射 所 成 函数 空间 CM, S. TG) 一 ? 
6. V REA, E 的 连 络 , R 是 相应 的 曲率 . ATTAR 
T€ Q'(Hom(ë, £)), WEBB 
RV = R? + аг + FAT. 
7， 设 M" 是 偶数 维 定向 Riemann HE, 定义 算 子 
а в (— kdk: CM)  Qr(M), 
Жр ж 是 Hodge 星 算 子 诱导 的 同 态 ( 见 B 3,301). ЖН Soka. 
定理 证 明 * ЯП 4 ҖЕ RD | 

"Хаф, фу == (p. 00), pE rM ^ фе OM). 
对 于 dv, 找 出 相伴 算 子 a°, 

8. 设 VW 是 具有 正 交 基 [nj (w) 的 内 积 空间 。 MZA 
V*, Hom(V, W), FOW, A'V 都 自然 有 内 积 空间 结构 ,只 机 
我 们 约定 它们 通常 的 基底 (由 vus ш; 构造 ) 相 互 正 交 . 

设 M' 是 一 个 4 维 定向 Riemann #0, E 是 村 上 上 其 有 度量 过 
ЭКО ИЕ ШАА, ПЕНДИК g — CUM , R); V — |R 是 规范 
KÆR: RY 一 R. PETEN Yang-Mills 积分 
| ym: € [T — R. ym(lv D = È |, iz", 


这 里 方 括号 [ o Dou as. 
证 明 下 述 关 于 v 的 条 件 等 价 
(1) grady(ym) = 0. 
Gi) 8%RY — 0, (WHAE 7°, 49 3n 49 НВ). 


Ves. 
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本 节 保 留 10: 中 的 约定 。 若 无 特别 说 明 。 我 们 讨论 的 从 和 系 
数 都 限于 复 的 情形 。 设 是 一 个 光滑 复 向 量 从 ， DES Saa 
相应 的 曲率 ，..,.， T га ， 

Re 6 о'(нош(5, D | 
按 纤维 复合 产生 从 映射 
Hom(š, £)}@Hom(s, 5) 一 - Hom(s, p. 
ЗО BUM . B aue 
Q(Hom(£, 2282 Gone E, £). — ‚ Нова, D. 
FIARA КОЮ ВЕБЕ | [m - | 
(RY)* € Q^ (Hom(£, D». : NC 
则 由 Bianchi 便 等 式 可 知 4V(CRY)*) = 0, 根据 (10. 1з), 迹 数 
TIi((CRY)5*) e Q^(M). 
ж шн вр | 
TREE М: С). 

ЕЗ 11.1, ERAR. | : ГЕ 
| * so MQnsi» - ттлт. | TEE 
M "n T) BR k RRE iBA. chlis V). x. ke 0, 我 
MJE chk, VJ. dimes, s 

i (¿, у), (Е, У) аилана. 对 于 直 和 сө 
Es VEV) 我们 有 | 


RY о ЖЕ О, E А 
RYSY = ( p? к LB € 


所 以 
(11.2) ch VDV) — d, es 十 а 25 у: у, 
命题 11.3。 上 同调 类 ch,(#, v) FUE V 32, 


TARG * 


证 。 根 据 (5.2) 和 (11,2), 只 需要 对 平凡 从 в" = M X C* 以 
及 其 上 任意 连 络 V. 证明 chi(s"，V) 一 0。 当 VV 一 4 时 , 由 于 
dod 一 0， 结论 显然 成 并 。s* 十 的 其 他 连结 共有 形式 v = 4+r, 
Tc Q'(M ;gl.(C)), XR 
(+) RY = dr + FANTE Q(M;gl(€).s 2 
EXE, do = dw 十 .Tw。 因 此 对 于 ре PUM; ChA 
d"(vq) = dido + To) + T Ade + (CAT) 
= А(Гф) +ГЛар + TADE ` 
= d(T)p 一 工人 dop 十 FAdp 十 (РА Рур 
= UTADA., 
根据 (10. 15), КЕТЕ ) 成 立 。 
G. 9) 中 的 模 积 公式 表明 ， 对 于 每 对 微分 式 m € UM s P 
(С)), w; € O'(M i gl, (C)), 
Kee). Trl: Лор) 一 a COP TI Ла)... 
B ) 式 可 知 | | 
Tr((R™)) 一 тыт + r AT) 


- > ($) mcam Ac D. 


к *), r — Tr(4(I")) = 0, r 一 奇数 时 
TrCdCD)) = Tr(drF m». 


鉴于 算 子 之 和 Tr 可 交换 | 
ТЕЕ) Ti(TAT))mod më, $ 
注意 到 对 于 一 切 i, TP AD), dm. No T 
„Фвр, сынаг m X ааа Д ри Lok 
#. W (v) R C. v? 征 两 个 具有 连 络 的 复 向 量 从 . йй 
t í ` O NO IOV 


вА EBE 的 连 络 , 它 对 应 曲率 
ЕЎ = R'@1 + WORT, 
#Е 
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тц) = 3(f)ruamveumyen oc 


ж à à І : | ` 
= D (F) тоске) ATAR, 
2TÀ8,.205] EF t EIL US 
(11.5) 'ch(£) ~ chl ë) + chil) + E ch (£) + ++ 
€ НСМ. C). 
于 是 (11.2) 和 (11.4) 断 言 
ch; КОМ)  Hh(M:€C) 
是 环 同 态 。 这 里 КОМ) Е S A S 6. АЯ ch 叫做 陈 特征 ， 它 
是 向 量 从 的 一 个 有 力 不 变 量 。 事实 上 ，ch 台 1C 甚至 建立 了 
K(M)GC 和 MM 的 侦 数 维 de Rham 上 河 调 群 之 闻 的 同 构 。 Ж 
141. 
迄今 ,我 们 甚至 还 没 表明 ch 非 平 凡 。 在 讨论 一 个 实质 性 的 例 
子 之 前 ,我 们 扼要 回顾 一 下 连 络 和 连 络 形式 之 间 的 关系 。 


设 P(E) 一 >M 是 和 相配 的 主 G — GLC) A. 定义 同 
x | 
. (11.6) x*: Q'(Hom(z, £)) — Q@'(P(£), gl, (C)), 
EHE 8,c O'(Hom(£, £)) i25 
a (6 СХТ, o, XP) m t (XT), S. х„(Х*))оя, 

这 里 ХЇЄТР($), k= 1,-.., i, 

微分 式 pE Q'(P(£), gl. CC)) -叫做 水 乎 的 (herizonta.), fn 
果 每 当 有 一 个 向 量 是 垂直 向 量 时 ,p(X? ,+, X*) = 0. X 9 nmi 
做 G- 等 变 的 ,如 果 对 一 切 гє G, Rip 一 Ad, (9). iS 
(11.6) rR =* 的 像 恰 由 水 平 ,等 变 的 微分 式 所 组 成 。 

5198 11.7, i$ со, oe € Q'(P(£): gl,(C)) 是 和 连 络 Vo, Vi 
相对 应 的 连 络 形式 。 则 mm — o, = =*(T), WV — V, = P. 

证 。 央 为 o — e 是 一 个 G- 等 变 的 水 平 微分 式 ， 故 存在 唯 
— Ге@'(Нош(&, 2), E c — o КСГ), 我 们 将 证 明 
+ 102 ° 


Vo V, 一， 参见 (10.15)， 这 是 一 个 可 以 局 部 化 的 方程 ， 故 森 
妨 设 £ — M x С", 进一步 假定 mm 是 这 样 的 平坦 连 络 形式 , 它 是 
从 SG 一 * 的 连 络 形式 关于 自然 投影 M x G — G 的 拉 回 。 -水 
EHRE T(M X С) = TM x TG 中 的 第 二 个 分 量 为 零 。mi- 
水 平 向 量 在 Tua (M x G) 中 有 形式 (X, 4), XXE ХєТ,М 
fuod. 
HE š МВ pM 一 0. ЖУ ЕИ р" € Hom,(P(:), 
C^) 可 写 做 p*(zr, z) = g Up, A 
(эр), = (X 4) (ре) = Х(ф) + Аф" 
= ӘХ) Ap(z) 
= Vip) + Гр, 8 
推论 11.8. 设 了 是 平凡 线 从 & CHER. o 是 相应 的 连 络 形 
式 。 则 a*(RY) == do, 

证。 用 em 表示 平坦 连 络 对 应 的 连 络 形式 , 则 o — a яг, 
又 由 于 gL(C)y= C жй, R? аг + FAT = dr. $WLA3) 
的 证 明 。 男 一 方面 ,dm = 0, 根据 (11.7) 我 们 有 ° 

zx*R* = л*4Г = йя*Г 
` == 4(‹а — ux) = do, Ë 
现在 我 们 来 估算 一 个 重要 的 实例 。 污 者 可 从 中 感觉 到 陈 类 的 
起 源 。 
定理 11.9. i2 7, 是 CP 上 的 典型 线 从 , 则 ch,(7,) > 0. 
xxt. rv, 相配 的 主 从 PCU) 是 


C* -~ 0 — {0} = CP, 
其 中 x Zs zı) - [zs zl, Uu (5.2), 对 于 CG, 38 (165 FH 36 LT 
Ез) 21 Ñ з, | 则 2 阶 微分 式 


z dz, + zjdz, Л 
_ KE oC — {0}; C) 
Iz, |: + ， zi : 


满足 (10.5)《i)，(ii)， 因 此 是 一 个 连 络 形式 。 我 们 来 估算 相应 的 
dix КУ 在 CP'— [1,0] 上 的 积分 。 
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БЕТ Ка &-E.cp 40,11) 3 z 一 [1 ж]. WR 


们 有 PG) -C-—1z s. 0j, жеме?! UO 2 Hg 
Q— la = 01 Tc — {o}, | E XE 
im Pl " BO. {а 


с —, cP-s, 


其 中 Cn, s) =“ (9, 58). 进一步 


іе (о) ^ Lind us Be Gn PUIS de ура: 
š f (о) 2 Y 1 M P P. Д Р 
根据 (11.8) 容 易 验 证 | 
{ {и - 
m niic : d 2 d s 
T j n ди, F + |# isi) 2 А du, P 
(^^ -0- lY EN OU 
= j*(TrR”), | : 


ЖЕЕ = m= ren; Dr о M 
us TrR* 一 -人 CTR) 
| = |. N 4rirdrdg 


PE G + ey 
ЫТ? ж Мы: Аи bs rdr o. 
utm lri, j ы 


As ERUNT T — 306 SR А, 设 IS) e te, Z) 
是 由 某 个 保持 定向 的 相对 同 床 c: a, бм) > (S, *) 决定 的 
同调 类 。 则 它 是 一 个 生成 元 H 
E 5 $$ 3E rH CMI НМ. R) EN EL SES 
是 (8.10) 中 明确 给 出 的 同 构 ,我 们 有 下 面 的 结果 O O 
, 补遗 11.10。 < ho), 1912 = 1, 此 处 《， >) 表示 上 
同调 天 在 同调 天 上 的 赋值 ， š р 

+ ҖЕНЕ спасе) 是 自然 的 。 也 就 是 游 ， асоей : 

f: M'— M, 
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有 f'ch,|(£) = сһ,(]*(#)). | 
ЭЖ PO RE 的 连 络 在 映射 миы. іхвтеяяя 
的 层次 就 成 立 了 。 
从 (11.10) 我 们 注意 到 Sha :是 一 个 实 上 同调 类 。, 四 
为 (CP”; R) =< HP (St; R) :并 且 CP” ,是 复线 从 的 分 类 空间 ， 
对 于 每 个 线 从 £, ch (5) Roc ЕНШ. кекш 
位.27。 对 了 往 何 复 向 量 从 二 和 正 整 数 个 O O lQ 
Map EL Bi 
下 节 我 们 将 看 到 
I F (ch, (8)) € HAM В), 
“前面 我 们 利用 自 [zm A 阶 宕 的 迹 数 定义 3 ch, (z). 对 于 
自 同 态 ,我 们 还 可 以 实施 更 复杂 的 算 子 ， 只 要 这 些 算 子 关于 自 同 构 
群 的 共 稀 作 用 不 变 。 = 
lium Xn " РЕВЕ A 的 特征 多 项 式 


били | .  `det(1 + tA) 2 о)”, Ус, " Im 


СӘ nA) = Tr GOD); 

8 Е ЖЕЖ Ев, ДІ (A) 在 下 述 意 义 上 是 不 要 的 ， в] 
e(gAg- A) _ | 

x5, Bands epe 4 的 元 素 . 实际 上 ,只 要 和 的 元 素 属 于 某 

个 具有 单位 的 交换 环 A, (11. 11) 就 有 完整 的 意义 。 所 以 ,对 每 个 

有 限 阶 自由 A ELE 以 及 A€ End( E). 根据 不 变性 我 们 可 以 定义 

相应 的 z, (A). 也 就 是 说 e, C4) mE 的 A- AERERUAUR CR 

CUBO ЕД - 

R* € Q'(Hom(E, E)) — Q'(Hom(E, E)QAT*M)- 
逐 点 实施 算 子 wm。 固定 一 点 z€ М, 考虑 交换 环 


a Зулм). 


SEC cn qoos dex P pub oes 
K; € Hom(E,, E,)02A == Homil EDA, Е.А), 


-» 105.» 


构造 
| | a(4- к:)е Hom(E,, Е,)®@4А'%(Т?М), | 
于 是 得 到 MM 上 一 个 2 阶 微分 式 (具有 复 系 数 ) — ` 

e (= к°)є ^ QU). 


类 似 地 ， 如 果 我 们 考虑 按 nC) = TAY) 定义 的 算 子 a, 则 得 
到 微分 式 | 


se { = о) = у Tr(CRV)*), 


显然 它 曾 被 用 于 定义 陈 特征 。 BA sn 和 ok 可 以 通过 牛顿 恒 等 
式 联系 起 来 | 
(11142) (A) — aD D + sa A GA) 一 

+ (—1)ika,( A) = 0. 

要 证 明 (11.12), 只 需 考虑 4 是 以 as y а. Ж ЖЫЯ 
HERREDET. PEB (A) 一 ai 十 :十 а, z( A) XX 
п 个 变 元 的 第 + 阶 初等 对 称 多 项 式 oles- as). 这样 (11.12) 
是 对 称 多 项 式 经 典 理论 中 的 一 个 数 知 方程 。 | 

”根据 (1112), (A) 是 关于 (4), cr ox(A) 的 整 系数 
多 项 式 , 同 时 ox( 4) 又 是 关于 a( 4),…，s4(A) 的 有 理 系数 多 
Wo. d 00 | E | dii. 

hA) = ite CDs e. (4) 

С (А) m G (A)... nC). 
鉴于 „(5 RU) а (E R") 是 闲 微分 式 ,又 根据 11.3) 
决定 的 de Riam 上 同调 类 和 连 络 的 选取 无 关 。 

定义 11.14。 设 已 是 一 个 光滑 复 商 量 从 。 上 同调 类 

aU = s К). 0 << dim. 


(11.13) 


ЁК” ЕН ЖАЮ Ж. ЖР k> dimE, 4 c (E) = 0, 33 £= 
od. СЕ) == MV 
` Зб • 


陈 类 是 关于 陈 特征 指标 eu C [a (1. е) ma 
EZTA. Hán 
сЕ) = ch,( E) 
сЕ) 一 > ch,( EY — ch,( E). 
命题 11.15 ”对 于 光滑 复 向 量 从 的 直 和 EDF, 
(EEF) 一 > ci E)e4 CE), 
证 。 利 用 恒等式 
de (1 * ‘(< )) = det (1 + г) + В), Ë 


一 般 地 ,考虑 全 陈 类 (E) = АСЕ) (Е)+- … + с„(Е)ує 

比较 方便 。 比 如 说 (11.15) 等 价 于 
С(ЕФЕ) = с(Е)\)с(Р). 

我 们 最 后 要 指出 的 是 ,在 (A) 和 406) 之 闻 。 有 着 Adams 
运算 ФЕ) RREA ME) 之 间 相 同 的 关系 (ML 5)。 事 实 
上 ,如 果 令 

oAA) = D lA, sm Pis, 


=ñ *un 


则 
(11.16) СА) = —: т log ol 4). 


习 题 

1. 证 有 明 (11.6) 中 映射 的 像 由 水 平 .等 变 的 微分 式 组 成 。 

2. 设 M^ 是 一 个 4 维 定向 Riemann ЖК, Е 是 MM 上 具有 度量 
的 复 向 量 从 。 M 的 可 定向 性 等 价 于 A(CT*M) 的 一 个 具有 单位 
长 度 的 截面 。 设 

к. AT" M — MT*M 
是 Hedge 显 算 子 ( 见 3 ,习题 1)。 它 是 一 个 对 合 变换 、 从 而 可 把 


+ 1⁄9? - 


T'T*M. „ЭЗЕ ЖА + 1 为 特征 值 的 特征 子 从 的 直 和 。 
ү? „#Т*М = A I T*M D AL T*M. I 


特别 地 ,对 于 斜 埃 尔 米 特 《skew hermitian) 映射 所 成 从 D 


Hom(Zz, E) (BL $ 10, 习题 3) ,我们 有 ^ 
2000.) = 01(D,)9' (Dj), 
进而 对 上 上 的 任意 度量 连 络 ,相应 地 有 分 解 0001 
O RER $ R°. к 
EHARA > Кор TE 
тев» ARY) = [IRZ]? — IRT "E 
{кт 一 [RIP + (кр. m 


对 于 Yang-Mills 积分 ym(v) 一 | IRI, 证 明 - 
ym(V) 2 42 (CE [M1> ; e 
并 且 当 且 仅 当 R = 0 时 等 号 成 立 (利用 | s o (Col IM], 这 


‚й e 


изе 2C, ишен 是 基本 类 №9, [UM 3e 
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12. жыен: 1 Thom LL 
тое 3 wau 我 们 来 构造 上 同调 奖 - 
e (£) € H*(B;Z), e£) = 1, 
它们 满足 
CG) 对 于 映射 Р: 287 в; е = с"). 
(121) (ii) (80а) = > бе. ` 


ke0 
(udi) cen) = e, etu = í = i> 1, 
这 里 >, 是 CP” 上 的 分 类 线 从 : e € H'(CP^; Z) v, I Euler 类 
(HL (9.9)). lE) 称 为 第 i 阶 整 陈 类 .而 分 阶 上 同调 类 c(E)= 
Yd a(£) + (Ë) t ooo EHIC; DURA E BER NR. 
iiS (12.4) (二)， 对 呵 量 从 取 整 全 陈 类 是 一 个 指数 型 运算 
eG) = e(D : ela), | 
命题 12.2， 对 任何 复 向 最 从 £, 满足 (12.1) 的 上 同调 类 集合 
{cl#)} 是 唯一 的 . I 
证 。 设 (680) 和 (eO 是 两 组 清 足 (12. 1) 的 上 同调 类 ， 
RITKE oli) = (ë). 
根据 (6.6), 对 任何 复线 从 E— B, 存在 映射 f: B > cp 使 
fj E = (21), TEC 和 (їп) 表明 e, 一 e; 对 复线 丛 成立. 对 
于 一 般 向 量 从 >B, 根据 分 裂 原理 (9.11), 在 在 空间 4 以 及 里 
射 
 4-—вВ, 
(RH TS. нев; Жу-—>Н*(А; Z) Ж, X BID 89. 
Өт 是 复线 从 直 和 ， 由 (12.1) (11) 可 知 
mD Qu) = in O3). 
Wi e£) c2), 
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根据 分 裂 原理 ,必然 有 


(12.3) eK) — 0, Ж k> бітсе, 
事实 上 若 § 是 复线 从 直 和 , Н (12.1) 可 知 上 式 成 立 。 进 而 对 一 般 
情形 亦 真 。 Й 


我 们 是 在 (9.10) 的 基础 上 描述 了 整 陈 类 ci(#£) 的 构造 , 这 是 
A. Grolhendieck 首创 的 .读者 也 可 从 文献 [MS] H, 者 到 另 一 
ABI. 

假定 我 们 已 经 定义 了 e). d 

п: Р(Е)-> В 
是 和 点 相配 的 射影 从 的 自然 投射 ， 则 
x*(E) = (0&5 
《 见 (9.11) 的 证 明 )。 对 于 分 阶 上 同调 类 c(#)、 我 们 有 
z*c(£) = с(У,(&)) : e(&) 
= (1 + ¿a(T.(£)))ce(ë,), 

所 以 

eH) = a*te(z)X1 — e + e 5), сє = a0. 
ШЖ dime = n + 1. МИ dimc8 = s, TE санск.) = 9 意味 
x | 
(12.4) n*"c.u(E£) —n*c.(E)e + жс, (E) — ++ + 

+ { 一 1)s+tcatl = 0, 

我 们 改变 一 下 观点 : HFEA ng, Ф aln) = e(n)(XEuler Ж), 
利用 (9.10) 和 (12.4) 来 定义 cl). 

定 久 12.5 Hb dimc£ = a + 1, & с (£) € H"(B;Z) 为 满足 
关系 式 

(—1)е = $1C—AYzs*eL. (Ee 
的 唯一 上 局 调 类 .此 处 e = elitë), E incl, WI 
c (8) = 0, 

找 们 还 没有 证 明定 义 中 给 出 的 上 同调 类 fc) 满足 (12.1). 

Him Euler 类 e(»(5)) 的 自然 性 ; (12.1) (i) HARE, XR 
14 i 


HEX, (121) Gi) ERE. | | 
3198126 (125) 中 定义 的 上 同调 类 ie 00) 满足 ALLY 
(ii), 
证 W Es ?分别 是 维和 * 维 复 向 最 从 ， Рур 
i; P(E) — P(EDY), 
j: РО) —>Р(&©ң). 
A ov, rE), MÜ iC) = rE), (7) — 00D. 18 
¿= (Y). x: PED) 一 B 是 自然 投射 , 则 上 同调 类 ` 


X — Dante (s), Y Ў CT Dates ila) 


iv0 1-0 
满足 
i*(X) = 0 = j*(Y), 
* 
^" U-P(£Q3 — P(E), 
V = P(¿@x) — PCa). 
MRTE 
U = Pí»), V = P(E), 
UUV = P(n). 
并 且 | dE 
X € Im [H*(P(š@n), V) — HEDD}, 
Y € lm {Н*(Р(т), 0) — H*(PCEQ32) f. 
TE 


X Ye H'CPGQ), UUV) —0 
(ML (2.12))。 从 而 有 | 
(Bde) (DB comes) — 


` m= 0 r= 


这 意味 引 理 成 立 . H 
上 节 , 我 们 在 de Rham 上 同调 中 定义 了 陈 类 
ci (E)E Hiel M ), . 


(000 


I: Hta(M)—H%(M; R) , 
DL Es š wan Ren Mr ruris 
ig; H*(M; Z) — H*(M ; R), 
话 示 数 定理 断言 i i DM 
H*(M; R) Еа H*UM; Z)@,R, l 

Ф 12.7, F (ef (E) = irlek). : I 

it. BT БАЛАН 1662 1 2015021 均 满足 (12.1) 
G) 和 (її), 所 以 只 需 验 证 是 复线 从 且 i 二 1 的 情形 就 够 了 . 根 
据 分 类 定理 和 自然 性 ,我 们 只 需 估计 了 典型 复线 从 v, (C1) — CP* 
的 两 个 阵 类 . S4 m = 1 时 ,由 (11.10) 可 知 命题 成 立 . M4 z > 1 时 ， 
利用 含 人 映射 CP: 一 Ср" 诱导 同 构 

H'(CP*) — H'(CP»), [| 
根据 (11.13), 我 们 有 下 面 的 推论 ， 
推论 12.8, .Z(ch,(ë)) € Im(jg: H*(M ; Q) 
= Нему Б)), B 

Жз ЕА, АКЕ c(a) 一 1 с. (т). RI 
来 计算 n 决定 的 多 项 式 | 
| aln) = Dsl dt, 
它 是 11 中 引进 的 .根据 (11.6) 我 们 有 


бр) — — í E log (1 — (DI) 
E t. dt P" 
=, Gn) 
1 — e (n): 
= (n) с) eel | 
于 是 cha (m) 一 DD om)*， 并 且 线 从 的 全 陈 特征 是 形式 告 级 数 
chig) = е“, 


对 于 线 从 的 直 和 5 一 nD Dr, & ЖЖ 
с(5) = Il сом) =П( + (з )), 


r. M29 


因此 
. EN E iC = MESS ял 407 
这 里 ок 是 关于 т 个 变 元 的 第 & 阶 初等 对 称 多 项 式 

我 们 回顾 一 下 一 个 对 称 多 项 式 的 经 典 定理 . | 

定理 12.9. 3$ 1€ Z[ i, e, x] 是 关于 变 元 mu], z, PS 
对 称 多 项 式 . 则 存在 唯一 的 ғ Бон 58382 NDA 1, 使 得 : 

банг, z) m Ce... 9) ve 

其 中 :mr 一 оа у x) 是 第 :不 阶 初 等 对 称 多 项 式 . B 

换言之 ,(12.9) 可 用 公式 陈述 如 下 … ` 

Z[a,:-,6] = ә, ar 

其 中 也 是 关于 546 Eh pi C y” 表示 不 变 元 素 所 成 子 
4. 

有 了 分 裂 原理 和 (12.9) ‚ЖИИ Же ХШ. 做 
为 例子 ,我们 来 定义 Todd- 亏 格 (Todd-genus), 

TM Кын. 令 

T (E)E H"(B; Q) 
25 ТАЕНЕ ДЬ E 88 
G) 7 GOD -70. 2700), 

p 00" I : š 
(i) SUPERAN v, S7 (7) = lrA — e70) | 

显然 ,从 分 裂 原 理 可 知 S (E) 由 (12.10) 玲 一 确定 .接着 我 们 
来 讨论 存在 性 ， 设 = oO, 是 复线 从 的 直 和 ав) =, 
кына, 


r 


TE) = Па е), 
i 


这 个 表达 式 关于 а 的 置换 不 变 , 因 此 
Ц zi/ Cl 一 e 5) е AM (а, "nts a). 
tut : 


JH cf) 替换 o, = alee x), RTEA 
X (ë) > > (c G), БЫ <,(&)), 
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97,8), 577, с,(&))Є НЧ(СВ;О), | 

这 样 我 们 定义 了 Todd- 亏 格 ， 它 和 9 定义 的 кшт Thom 
类 л. 相关 连 . 

引 理 12.11， 设 ， 是 一 个 复线 从 ， 

| Ф: H*(B; ОЕЕО, Е,(>);О) 
是 Thom 同 构 ， 则 
$^ (ch (¿,)) = (e79/ (2), 
3E. 不妨 设 + E CP* 上 的 典型 线 从， 在 天 -理论 中 IR Sd 
а*: K(T(v)) > K(CP*) 
RE А4, ВЯ] i?(»)— iO) =e —», 因此 
" g*ch(Av) = ch(& ) — chlr) —1 — e^? 
另 一 方面 
chlir) =Z . U, = 0(.% ), 
其 中 U, Ф(1) 是 上 同调 中 的 Thom Ж, T € H*(B; D 是 > 
的 Todd 却 格 . 因此 
g*ch(4,) = F - g2*(U,) — Z elr) aly). 

由 于 和 a() 的 乘积 是 H'(CCP*; Q) 一 Qiao) 到 自身 的 单 
局 术 , 故 引 理 得 证 . Ë | | 

最 后 ,我 们 扼要 介绍 著名 的 Atiyab-Singer 指数 定理 ， 

设 Б, 5 是 光滑 闭 流 形 M 上 的 两 个 光滑 复 向 量 从 。 ”所谓 微 
分 算 子 E 

D; Q(&)— Q'(&), 

是 指 具有 下 述 局 部 表示 的 C- 线 性 映射 


(*) ` | Do = 2j аня)", . 


其 中 I = (h, h." °°, tk) 是 多 重 指数 ， k = E 


e); (Rh). — (а). 


> dM 


ДЕН х 的 С-В, 

+E, nS i 都 是 平凡 从 ， 六 就 是 通 带 意义 下 的 微分 算 

.一 般 情形 的 说 法 是 ,存在 M 的 开 覆盖 {0。} 使 得 5.1U。 上 
x 而 在 每 个 VU。 上 ,D 具 有 形式 (+). 

”表达 式 (*) 中 涉及 的 最 大 整数 | 寻 叫 做 算 子 忆 的 阶 数 ， 

设 DD 是 一 个 《 阶 微分 算 子 。 对 于 每 点 zx MM 以 及 每 个 向 量 

e€ TIM, RITEN DIRS 
g,(D): (E), > (E): | 

如 下 ; we(D) 为 线性 同 态 . 取 函数 кє ОЧМ), 满足 s(x) — 0, 
(de), = e. HF рє Ol), + 


e CD)Got *)) - EL D (s*g)(x), 


请 读者 验证 о,(р)(ф(х)) RRF p(x) ЖП» "S. 而 和 9 以 
及 5 在 x 附近 的 性 质 无 关 . 

Bon T*M >M 是 MM 的 余 切 从 的 投射 映射 。 符号 mw(D) 
决定 一 个 从 映射 

aD): w*(8)—*=*(ë8).- 

算 子 忆 叫做 椭圆 的 ,如 果 (D) 在 零 截 面 以 外 是 同 构 。 此 时 。 我 
们 得 到 一 个 元 素 

[D]€ Ix*(£&), x*(£ 9: 2(D)]8 KID(T*M). $(Т*М)), 
这 里 我 们 假设 了 M 是 Riemann Ж: TM 上 的 度量 诱导 等 同 
TM —T*M 以 及 T*M 上 的 度量 . 

更 一 般 些 , 一 个 不 阶 微分 算 子 的 复 形 

Da: Q(&)—-Q(&) —»-— 9), 

叫做 枉 贺 复 形 , 如 果 相 应 的 符号 序列 


0 — ste) 49 una 9009. 02 асуга 


TEE SRIBIDLAME Ф. 在 每 个 从 与 上 规定 一 个 度量 并 构造 相应 的 
EAT 
g(D)*:; a*i) — z*(&), 
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蓝 根 据 本 节 末 的 习题 7 可 知 , D, gm E А4 ^C 
i КОМ s(D) +. F" EPa” (Ea) — X? (Saw) puit 
在 零 截面 以 外 是 得 构 从 而 决定 一 个 元 素 、 Ms pd 
(12.12) (D,1 € K(D(T* MY, SCT*M)). ллу A 

定理 12.13; “对 于 微分 算 子 的 精 贺 复 形 ，| Rem icri) 
D) 维 数 有 限 . 

以 上 定理 的 证 明 参 见 Сав] 或 її; 

令 

x(D.) _ > (лу дш нса), D) 


. 《解析 指标 
JM) - татем бнс ears 9) 
| ` E ; in E 
J Atiyah-Singer — а i 
E EJE 1214. M ETENE, D. TT | 
形 , 则 : 


>) ` . i : 
4 хр) => (— 1). … < u (DDIM) LM). B. . 
证 明 请 参阅 LASI, Ш], 


PIS 个 复 向 量 从 ， 满 中 TCP'@£ 平凡 . 证 明 
-dime zem А: 
BIS k <N Bl, KEERA ABARRA C Pc c, 
2. WE yx d& Grassmann 流 形 G, (C) ASA CR, 6).. = 
的 全 空间 是 
E(v1) = (Œ, v) \нє сс”), r€ Hy. 
设 Er) CE(7t)* 是 零 截面 的 余 空间 . 证明 EY BERT. 
Е, (ур) =={(Ү, #)|Үє G, (C), uE Y^ — 101); — 
其 中 了 + 是 Y 在 C” (具有 通常 的 内 积 ) 中 的 正 交 补 。 
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证 明 C" 一 {0} 可 缩 , 并 推断 Er) e G, (G°); 7 
‚ 利用 v 相应 的 Gysin 序列 (9.7) 归 纳 地 证 明 
H*(G4(C7); Z) = Zielo), . саа): + 
3. 设 M —ƏN.UEBHBUS RS RER (e (TM), e CT M), 
[M]) —0, 证明 当 n 1 时, CP" 不 是 某 一 流 形 的 边缘。。 
4. 设 了 是 空间 B 上 的 实 向 量 从 .证 明 存 在 示 性 类 
(ow (E)€ H'(B;F,), (E) — 1, 
它们 在 横 -2 意义 下 满足 类 似 于 (12.1) 的 条 件 
f*Goi(E)) 一 wl E), 
ю (Фп) 一 Ў] wiCE)wi ACE), 


m (y ORT)) < 0, wilr (RT) = 0, 对 于 i> 1, 
其 中 z (R°) 是 RP” 上 的 分 类 实 线 从 它们 称 做 实 从 的 Stifel- ` 
Whitney Е, 
5. 设 14 和 7 是 两 个 复线 从 ， 证 朋 
c9) = a) + (т) 


” 《利用 复线 从 的 分 类 ,以 及 H* (CP” x CP”) 的 Kunneth AA). 


6. ПЕНН 1 阶 微分 算 子 
d; Q'(AT* M) > Q (AFUT* M) 
(外 微分 ) 的 符号 恰 是 3 。 的 习题 29 中 的 算 子 Fe 
证 明 
о ом) 0M) -0M ) 0 
И, 其 解析 指数 等 于 Euler 示 性 数 。 这 种 情形 下 的 
指标 定理 的 含义 是 化 么 。 | 
7. 设 У,у V, 是 为 积 空间 的 正 合 序列 。 证 明 V. 一 
(V) Off(V.), ЕНН 
Ый: (V4) — fo Vo), 
fth; RWV > fV), 


eM • 


ЧЕНДИ ЗЕ 
о tei 0 
正 合 , 当 且 伙 当 o — | | 
АЕ I+ f"; УУ» Уры ` 
是 同 构 。 | 


+ TTE + 


13. 非 交 换 的 de Rham 同调 


本 节 ， 首 先 定 义 有 限 生 成 射影 模 的 代数 陈 指标 . CRAT 3. 
中 介绍 的 非 交 换 de Rham 同调 群 。 其 次 ,我 们 将 描述 非 交 换 de 
Rham 同调 群 和 4. . 7. 中 讨论 的 循环 同调 群 之 闻 的 关系 ， 这 部 分 
内 容 主 要 是 А. Connes A] M. Karoubi Bg LE. 本 东 采 用 文献 
LK] 中 的 记号 . 
本 节 所 涉 太 的 基 域 < 的 特 徙 恒 为 0 . 
设 4 是 一 个 #- 人 代数。 在 3. 中， 我 们 引进 代数 形式 的 复合 形 
(9.(4),4): 
QA) = A. 
Q,( A) = ker(u; AQA — A), 
(13.1) 
Q.(A) = OAD -@ Q.( 4), 
d(a) = 15а ~ aol, a€ QKA). 
1 次 代数 形式 OQ (A) 是 一 个 4- 冯 模 ,并且 
O(A) us >;%0,(.4) 
具有 明显 的 代数 结构 ,而 微分 (度数 等 于 1) 则 是 (13.1) 中 的 映射 
4 满足 下 述 条 件 的 唯一 扩张 
(13.2) dlw) = (до), + C— lY woido,, o, € QA) 
dod = 0. 
пик ОК (differential graded algebra、 或 篇 记 
为 DGA) 这 个 名 词 ,来 称呼 -个 代表 分 次 <- 代 数 О,, 它 配备 一 
个 映 度数 为 1. 满足 条 件 (13.2) 的 微分 4。 两 个 DGA 27 аја) 
f: (Qg, 2) 一 (9x,d)， 是 一 个 代数 同 态 f; Q, 一 94， 它 满足 
fuk APER fa mdi. 利用 上 述 约定 ， 我们 可 以 陈述 引 理 3.16 的 
更 一 般 的 形式 ， 


Htp- 


引 理 13.3. 15 (0,,2) 是 一 个 DGA, f: 4 一 0。 是 一 个 
fex led dx. 则 存在 唯一 同 态 fa: (д„( 4), d)— (9,, 4), 满足 
fi. f 

在 3. 中 ,我们 也 介绍 过 非 交换 de Rian SE Ue, dy, Ë 
不 再 是 一 个 代数 . 

© QA) = QALA), 9,CDY, ` 
22d [12,045 ; 9.0 1. 是 由 分 次 换 位 子 
[050,1 == соко, — (— Loo i + ; == ч 


生成 的 <- 子 模 .自然 投影 
Tr: 0.4) = 0.04), 


叫做 分 次 迹 数 (graded trace), (д(л), 4) 决定 的 同调 群 叫做 
4 的 ( 约 化 ， 非 交 换 ) de Rham 同调 群 ， 记 做 НЕСИ). | 
设 R) 是 有 限 生成 射影 ( 右 y》 4 模 同 构 类 的 Grothendieck 
BÉ. БИШ (5.5), WRX EEIN, Сх, С) 是 X ЕДИ 
数 所 组 成 的 函数 空间 ， 则 КОХ) 一 KCC(X, €). EX OE 
滑 流 形 , 则 我 们 又 有 ,天 (X) = K((C>(X, C))， 见 5. 我们 的 目的 
是 要 定义 特征 映射 — 
(43.4) | ch: K,( A) — HIA), 
任 给 一 个 分 次 交换 的 ОСА (O,, d) 以 及 代数 同 态 fF 4 一 Qs, 
根据 (13.3)， 存 在 唯一 扩张 (04( 人 ,2)  (9,, 4)， 它 决定 一 
个 链 映射 fa: (0,04),4) 一 (On, d)。 进 而 诱导 同调 群 的 同 态 
{ы HICA) — HlO, d) 


特别 地 ，。 我 们 可 以 把 (90%, 2) B220 3608639636 МИЛ de Rham 
复 形 ,于 是 任何 代数 同志 f: A> Q (M) 决定 一 个 同 态 
(0 ы Н лу HOD, | ; 
ЖЖ E 是 有 限 生成 射影 4- 模 , 则 EG OX M) 是 一 个 射影 9 M)- 
模 , 于 是 了 又 诱导 同 态 K,(A)— K(M), ны ш 
射 (13.4) 应 该 满足 交换 图 
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тоз “e 


: TRUAS TE BRA) C 
(13.5) ` Me м 
к(м) (2яг)*сһҺд 
其 中 ch, 是 11¢ 中 定义 的 几何 陈 特征 ; 
定义 13.6. 设 E 是 一 个 射影 4- 模 , A- -线性 映射 
v; Е-» ÈQ, LA); | 
叫做 五 的 一 个 代数 连 络 ,如 果 | 
Yie. a) «= VG): .a + e@ da, e€ E a€ А 
с 一 个 连 络 立 ,存在 一 个 扩张 O | 
ош, "dV; EQ ,0.( А) — E@ Q. (A), 
满足 条 件 dv(e@0) = (Ve) > о, H едо, 并 且 和 几何 情形 
ERRA dod 相当 于 与 元 素 
RY -dVowv€ Hom4(E, E@ ,Q,( 4)): ` 
MEE. Е УВЕ: іс 9 一 2.64), RM 
有 合 人 映射 | 
чш Е©)4Ә,( A)) C Endal EQ) 
S^ +æ Homo(E@ Q, EG949), ` 


HÀ(M) — 


于 是 可 构造 
(К°) € Hom,(E, EQ 4)) C Endo( EG2 +Q), 
存在 迹 数 同 态 
Tr: Endo( E@ Q) — 0 = HHA), 
使 得 环 图 可 变换 . | | 
End ( E@ O) — à 
(13.7) см | 
Homg( E140, Q)@@ EQ) 
其 中 狂 直 同 态 英 pO 到 自 同 态 a 一 bp(a), TTE 是 有 限 生 
成 射影 模 ,这 是 一 个 同 构 。 而 上 映 射 ev 则 把 рор RA p) ° 
ЖЖ ГЫ ЖЕ ЖЧ H: шы WU 只 
要 有 以 下 命题 ， 


е0 


#191: 


Ф 13.8. 元 素 TER) є (A) 是 一 个 闭 链 。 它 决定 
的 同调 类 和 连 络 立 的 取 法 无 关 ， 量 
至 此 我 们 可 以 定义 


(13.9) ch (E) 一 у TRS) € HN А), 


在 下 述 意义 下 它 是 一 个 到 性 示 性 类 
(13.10) chi( EQE) = ch,(E,)@ch,( E,), 
容易 看 出 , 对 于 如 此 定义 的 chi， 图 表 (13.3) 可 交换 ， 
在 我 们 正在 讨论 的 非 交换 情形 中 ,所 谓 Levi-Civita Ж 
一 种 十 分 自然 的 构造 。 除了 在 (11.7) 的 基本 计算 里 河 接 出 现 过 ， 
关于 这 种 特殊 连 络 我 们 还 没有 提 到 过 . 
每 个 有 限 生成 的 射影 4- 模 E 是 某 个 有 限 生成 自由 机 和 的 直 和 
因子 ,因此 可 以 通过 一 对 同 态 
(13.11) нЕ — At. m; A" — E, aoi = 1б 
来 刻 刘 ， 模 4" 具有 一 个 自然 (平坦 ) 连 络 , 即 
d = (d,s d); A — AQA LA) = A), 
E 13.12. ERE vule Em] Levi-Civita ДЕ, шеті 
足 交换 图 
| E - ke MCA) 
| 1 | кф) 1 
A + dt C (D. 
设 P — íe: € gl. (A) 是 和 E 相配 的 投影 。 我 们 可 以 构造 
Р аР dP é Q,(gl,( A)). 
25 E s I] d 


Tr: о (С) — gl (05C4)) —9 DlA), 
其 中 了 是 《13.3) 决定 的 万 有 映射 ， 它 由 外 乘 矩 阵 所 BS 9: m Tr 
Ж СОЖ 
Тї; gl.COnC))/Agl CU 42), gla(C14(4))1 
= Qu A), 
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| 命题 13.13、 2 次 微分 式 P dPdP € рі, (0, 4) E Levi-Civita 
ЖОЙ ФИ, 2 次 形式 Tr(P dP dP)€ QLA) 代表 同调 类 
cO 0 | 
证 ， 对 于 e€ E, Pe = е, ХХ 
т |» de == d(P)e + P(de), 
由 于 Vle) = Pd(c)， 所 以 | 
R*(e) = P(dv(e)) = Р(4(Рде)) 
= P(dP(de)) | 
= P(dP dP - + dP P de), 
注意 到 P = P 意味 ?dPP 一 0， 册 上 式 可 知 
R* —.PdP dP, Ë 
961514. 我 们 来 考虑 4—20(CP), E 一 Qv.) 的 情形 . 
这 里 у, ЖСР 上 的 路 型 复线 从 ., 它 是 平凡 复 平面 从 ЄР x C 一 
”Cp' WFA., $ [ац ze CP 表示 通过 原点 和 点 (ж, z) # 
(0, 0) 的 复 直线 .该 直 线 的 正 交 投射 产生 从 映射 | 
Р; Ср' x C: — Ср х С, 
КНИА а E), CREDE ARSE 
， . 212, 2.2, 
Psat Te E] P + FA С" ie 
Wr f: C— CP, f(x) = [1, z] 是 球 航 平 面 投影 , 我 们 来 计算 曲 
率 形式 1*( RY)， 令 (nsn 一 (1, ж), 我们 有 


z 
1 1 = 

P, == -——— os 
l+ |z Ха zx 


从 常规 计算 可 知 
~ Pd 
P, dP, ap 一 | i TOLL dz, 
Н 
I vy. 0x dz _ x 
тив) ~ бє 9), 
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жийи зур ДУК. H. Ponte 
RIA ME. 个 增 广 ,4- -代数 ， Wooo РЧ 
== 4ФА, А = ‚ Ker(e: А— 4) 
ERREUR de Rham 同 调和 箱 环 同调 的 类 系 ， 
考虑 规范 Hochshild 复合 形 以 及 约 化 德 环 复合 形 
Z,A) = AQAP, 
CA) = Ml DAL, 000. 
гба5 75 a,) = (—1)*(а,, ау” 8, a, 0). 
它们 都 具有 微分 | 
b(0,--*, a,) 一 У (— 1) (а, - с» didis" `. š)” + 
: 十 (一 1) (а,в, . “s üp), 

(Ж РЕШЕ, 无 论 它 是 可 是 规范 化 的 ， 都 次 定 相 疝 的 同 
iem. Ж, (2.3), 因此 ， ESSA (2.04), b) RR TEE 
(SYRENA Höchsċhild gf. apm, АЕ (Cit, в) 
А 它们 和 非 约 化 伪 形 的 英 杀 可 以 者 
为 

HC;(A) = ФНС, (Ау, lU 0E 
7 HC, CA) — HO,ACA) 
(参见 7 ,习题 3995 + ыш. Чу; T = 
- BI 13.15... 7. аа E E as ЕК 
pou SS To “da, (03 8 ox T 
定义 的 映射 и: 5,0—9,4 是 一 个 同 构 ,并 且 
abla,- - аќ) - (—D?LsCa,, - 5-3, 9 ap)» 2541]. 
WW. HF p 一 1， 定义 映射 
PE 2,(4) — Z,( A) 
为 vlada) 一 ua, — s(a.)), JI» & ЗИВ. 

如 果 规 定 2,040) 的 右 4-Sithduin F 

(а, 21) а = (a, аца) — Caas, а), 
则 v Me UE 4-Х, ЕН аб 


Mr 


Z,CA) kas Z ( A)694- x 9.2.04), 
O ,( A) = QA DL QA), - i дот 
Bao, - tt» a,) = ulas; а) (1, а): "Dell, D. 
至 此 ,通过 直接 验证 可 以 证 实 引 理 中 关于 映射 ub 的 公式 ， R. 
仍 设 4 是 一 个 增 广 «UK. CO. (4), d) 是 它 相应 的 代数 
形式 的 复合 形 。 定 义 映射 
| b: о (4) = 0,64), 

如 下 
b(0da,4,) = (— 1)'lo, EN 
它 的 余 核 是 . | i 
0,04) = QA LO CA), 4]. 

(13, 15) 中 定义 的 映射 + 诱导 同 构 | Ж 
: р: Z AMEZ A) 2885 (js 
实际 上 ，5,(4) 可 看 成 是 б,(Л) 的 商 模 。 严格 些 说 ， 5 
5 9,4) 9, A) 
SERR | py O 

a lada: - -da,) = (Dra a, А. aT 
еве 0,04) 的 一 个 4- 模 自 同 态 ;并且 S 
Ё DA) 一 Cok(6,(4) LELY ROA 

此 外 ,因为 在 4 中 可 逆 , 模 元 素 N, - l+, + bab? É 
FAA | 
(13.16). №, Сок(1 — ç,) — Е Kerl gp) 

引 理 13.15 中 的 映射 4 килы 
TADE aCA) 一 一 а„Сл)/40,_(л). 
35 B BIS — e ETE CER SIRO. 6 如下。 设 
0i Q,(4) — C,CA BC CAD) 
2I AM | Ж | 
232.5 5 0(4%4йга+,+да,„) = (a, — (е), a," 0), 


425 „ 


| | | ЖТ 21, 64, —— 7 
它 可 以 分 解 为 复合 同 态 | 
9,04) BAA 0,60 -— СЬС, (А), 
其 中 前 两 个 映射 是 明显 的 商 模 同 态 ， 显然 6(49, (09) = 0, iX 
ГИЗЕП z IO IRR A 
最 后 RATIS ERA 81 | 
B. C,UA) 9 2 ,nt A) 


(13.18) Ba, i, в,) Е У! (== DM а," 20 6-а), 
= 6 


SIH 13.19. B, 169 Connes 下 合 序 列 (7.18) 中 的 边 绿 同 态 
| B; HCA) > HH, а A). 
证 。 序列 (7.18) 来 源 于 钾 筑 形 正 合 序列 
0 一 De €, `> 9. 10, 
其 中 D, PR(7.15 ox B Eaa 的 头 两 列 组 成 。 我们 只 关心 
上 述 链 揽 形 短 正 合 序列 所 诱导 的 同调 正 合 序列 中 的 边缘 同 术 ， 
参见 (7.16) 后 面 的 讨论 ,复合 映射 
a: GWÉ.— Cor > C4CA) 
是 链 间 伦 等 价 。 这 里 第 一 个 同 态 是 到 第 一 列 Fos 的 投射 ,第 二 
А ВН В ВЕ. ЯТ. 
Eral A) 的 所 有 第 二 列 都 零 调 ， 事 实 上 
s(g0s° ap) 一 (ia ap) 


iEC7.15)m SE RO. (И, — 8) 的 一 个 收费 同 伦 ， 设 
Р 
Х 一 2 X, € Ey wl A) 


‚Ж v V (A) =E lA) DlA) 中 的 一 个 闵 链 . 如 果 起 始 项 
X, = (44,777. 2,), 则 BUXI 的 代表 链 是 
z((1— 1)sN (a, - t^s a,)) € Coa). 
HT N=l1+ ++ a, (ass, в) ~ (— 1D'Co,, 
| 136 • 


G,. tts apa)» 上 而 的 元 素 人 恰好 是 Bia, ***, 4,). 
$815.20. 存在 短 正 合 序列 
e Bra) Нс) — HH, aCA). 
”证 。 根 据 (13.19) ,我 们 有 交换 图 — 
0— Н©,(4) > EAANbE (A) > CA) 
В B, B, 
0— HH, (A) > Z, (AZ, C AZ AO. 
因此 , 我 们 只 要 证 明 В, 是 单 射 , 并 且 Ker 8, = HC) ФТ. 
由 于 复合 同 态 
ë, (A) ZAZ 6, (4) 
mM osta а,) = (8,G.,` ` "5 a,) 
相当 于 用 ? 做 乘法 .所 以 第 一 个 断言 成 立 . 
考虑 交换 图 I 
DAN dD (A) — dl A) > бл) 
EA BTN (A) “> Z,a l A) bZ CD. 
由 于 映射 N,: $a = ,.04): 是 单 射 ( 见 (13.16))。 第 二 个 
断言 也 成 立 . В 
` 以 上 ,我 们 一 直 假 定 4 是 增 广 的 。 若 不 然 ,我 们 可 以 令 АИТ = 
AG. WAR 4 的 投射 . 4+ 是 一 个 增 广 代数 ,并 且 4+ 一 A. 在 
这 种 意义 下 命题 (13.20) 表述 了 APA) M HCA) ZRA 
系 。 
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